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1 イントロダクション
実数全体の集合 Rを Lebesgue測度 0集合たちで覆うには，それらが最低何個必要かという問
いを考える．Lebesgue測度 0集合の可算和は Lebesgue測度 0だから可算個では足りない．一
方，Ť

rPRtru “ Rだから連続体濃度個あれば十分である．これで非可算かつ連続体濃度以下と
わかるわけだが，ここで問いを終えてしまうのはもったいない．連続体濃度の下に非可算基数が
存在することもありえると分かっているからだ．そこで問の答えを

covpN q “ mint|A| : Aはルベーグ測度 0集合の族で
ď

A “ Ru

とおいて，これがいろんな集合論のモデルでどうなっているのか調べよう．また，他の似たよう
な問いの答えを文字でおいてそれらの間の関係を調べよう：ZFCの範囲内で大小関係がつくの
か，等しいのか，ZFCで等しいことを証明できないなら実際にどんなモデルで破れているのか．
これが基数不変量の研究である．
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基数不変量という言葉に厳密な定義はないが，「実数の構造によって定義される基数」のこと
であり，その多くは ℵ1 以上 2ℵ0 以下であることが証明される．
いくつかの基数不変量を定義しよう．
2ω 上のイデアル I に対して

• addpIq “ mint|J | : J Ď I,
Ť

J R Iu
• covpIq “ mint|J | : J Ď I,

Ť

J “ 2ωu

• nonpIq “ mint|A| : A Ď 2ω, A R Iu
• cofpIq “ mint|J | : J Ď I, p@A P IqpDB P J qpA Ď Bqu

とおく．これらにルベーグ測度 0集合のイデアルN，痩せ集合のイデアルMを代入したものが
考察の対象である．
また，

• d “ mint|F | : F Ď ωω, p@f P ωωqpDg P F qpf ď˚ gqu.

• b “ mint|F | : F Ď ωω,␣pDf P ωωqp@g P F qpg ď˚ fqu.

という基数不変量も考えられる．dは dominating number，bは bounding numberと呼ばれる．
以上の 10 個の基数不変量の ZFC で示せる大小関係については以下の図式が知られていて，

Cichońの図式と呼ばれる．

ℵ1 addpN q

covpN q

addpMq

b

nonpMq

covpMq

d

cofpMq

nonpN q

cofpN q c

ここで矢印 A Ñ B は A ď B を ZFC で証明できることを意味する．また addpMq “

mintcovpMq, buかつ cofpMq “ maxtnonpMq, duが ZFCで証明できる．
Cichońの図式に表示されている基数不変量以外にも Blassの図式と呼ばれる図式の基数不変
量：m, p, h, g, s, e, r, a, u, iなどもある．しかし，本稿ではこれらには焦点を当てない．
表 1に Cichońの図式の歴史をまとめた．
連続体仮説の否定の無矛盾性以前に Rothberger の結果があるのがすごいが，この結果は

「Luzin集合と Sierpinski集合の両方が存在するならば連続体仮説が成り立つ」という定理の補
題として証明された．Cantorの ℵ0 ă c以前に du Bois-Reymondが ℵ0 ă bを示していたこと
も驚くべきところであろう．

Kunen-Millerの表というのは図 1のようなものである．[Mil81]から抜粋した．Cichońの図
式ができる前はどの組合せが可能かこのような表で表していた．
表題にもなっている Cichoń’s maximumであるが，これは Cichońの図式において (他の基数
不変量の値に束縛されている addpMq, cofpMqを除いて)すべての基数不変量の値を同時に別々
の値にするモデルである．そのようなモデルの構成法を本稿では見ていく．
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表 1 Cichońの図式の歴史
年 人物 出来事
1875年 du Bois-Reymond ℵ0 ă bの証明
1891年 Cantor ℵ0 ă cの証明
1938年 Rothberger covpMq ď nonpN qと covpN q ď nonpMqの証明
1963年 Cohen 連続体仮説の独立性
1970年 Martin–Solovay Martinの公理およびその帰結の addpN q “ c ą ℵ1 の

証明
1977年 Truss mintcovpMq, bu ď addpMqの証明
1981年 Miller addpMq ď mintcovpMq, bu の証明およびこの時点で

知られていたモデルでの Cichon の図式の中の基数不
変量の値の決定，Kunen-Millerの表 (5x5マス)

1984年 Miller addpN q ď bの証明; Kunen-Millerの表 (6x6マス)

1984年 Bartoszyński addpN q ď addpMqの証明
1984年 Fremlin cofpMq “ maxtnonpMq, du の証明; Cichoń’s dia-

gram登場
1985年 Raisonnier–Stern cofpMq ď cofpN qの証明
1989年 Bartoszyński–Judah–Shelah PTf,g 強制法の開発および連続体濃度が ℵ2 のときの

Cichońの図式の分離すべて完成
2019年 Goldstern–Kellner–Shelah 巨大基数を仮定した Cichoń’s maximumの証明
2021年 Goldstern–Kellner–Mej́ıa–Shelah 巨大基数を仮定しない Cichoń’s maximumの証明

図 1 Kunen-Millerの表
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1.1 関係システム
定義 1. 3つ組 R “ pX,Y,Ăqが関係システムであるとは，X,Y が集合で Ăが関係であること
を言う (基本的には Ă Ď X ˆ Y だがはみ出ていてよい)．
F Ď X が R 有界であるとは pDy P Y qp@x P F qpx Ă yq を満たすことである．E Ď Y が

R-dominantingであるとは p@x P XqpDy P Eqpx Ă yqを満たすことである．

• bR “ mint|F | : F Ď X はR非有界 u
• dR “ mint|E| : E Ď Y はR-dominatingu

と定める．

定義 2. 関係システムR “ pX,Y,Ăqについてその双対をRK “ pY,X,ĂKqと定める．ここに

y ĂK x ðñ ␣px Ă yq.

bRK “ dR かつ dRK “ bR に注意する．

定義 3. 関係システムR “ pX,Y,Ăqがポーランド関係システムであるとは，次の 3条件を満た
すことを言う．

1. X は完全ポーランド空間．
2. Y はあるポーランド空間 Z の非空な解析集合．
3. ĂX pX ˆ Zq “

Ť

nPω Ăn であって，xĂn : n P ωyはX ˆ Z の閉集合の増大列であって，
各 n P ω と y P Y について pĂnq

y “ tx P X : x Ăn yuは nowhere denseである．

ポーランド関係システムのような定義可能な関係システムを考えているとき，それを書いたと
きには今考えている宇宙の中でその定義を解釈したものを表すことにする．

事実 4. Rがポーランド関係システムであれば，bR ď nonpMqかつ covpMq ď dR である．

定義 5. 1. C “ tpqnqnPω : 各 qnは正の有理数かつ
ř

n qn ď 1uとおく．
2. Ωn “ ta P r2

ăωsăℵ0 : µp
Ť

sParssq ď 2´nuとおき，Ω “
ś

nPω Ωn とおく．各 x P Ωにつ
いて Nx “

Ş

nPω

Ť

sPxpnqrssとおく．

以下の 4つはすべてポーランド関係システムである．

定義 6. 1. R1 “ pC, C, tpx, yq : p@8nqpxpnq ď ypnqquq

2. R2 “ pΩ, 2ω, tpx, yq : y R Nxuq

3. R3 “ pω
ω, ωω, tpx, yq : p@8nqpxpnq ď ypnqquq

4. R4 “ pω
ω, ωω, tpx, yq : p@8nqpxpnq ‰ ypnqquq

補題 7. 1. dR1
“ cofpN q, bR1

“ addpN q,
2. dR2 “ nonpN q, bR2 “ covpN q,
3. dR3 “ d, bR3 “ b,

4. dR4
“ covpMq, bR4

“ nonpMq.
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1.2 Cohen，ランダム，Hechler，アメーバ，eventually different強制法

1.2.1 Cohen強制法
C “ 2ăω で順序を延長関係で入れたもの q ď p ðñ p Ď q は Cohen強制法と呼ばれる．C
ジェネリックフィルター Gから作られる実数 c “

Ť

Gを Cohen実数という．Cohen実数から
Gを復元できる：G “ tc æ n : n P ωu. Cohen強制法は可算なので，明らかに σ-centeredを満
たす．特に cccを満たす．Cohen実数はグラウンドモデル上RK

4 -dominatingである：

p@x P ωω X V qpD8nqpxpnq “ 9cpnqq.

1.2.2 ランダム強制法
B “ tT : T は 2ăωの部分木でµprT sq ą 0uで順序を包含関係で入れたもの T 1 ď T ðñ T 1 Ď

T をランダム強制法という．Bジェネリックフィルター Gから作られる実数 r “
Ş

trT s : T P

Guをランダム実数という．ランダム実数から Gを復元できる：G “ tT P B : r P rT su．ランダ
ム強制法は cccを満たす．ランダム実数はグラウンドモデル上R2-dominatingである：

p@x P ΩV qp 9r R Nxq.

1.2.3 Hechler強制法
D “ tpn, fq : n P ω, f P ωωuで順序を

pm, gq ď pn, fq ðñ n ď m^ f æ n “ g æ n^ p@k P ωqpfpkq ď gpkqq

で入れたものを Hechler 強制法という．D ジェネリックフィルター G から作られる実数
d “

Ť

tf æ n : pn, fq P Gu を Hechler 実数という．Hechler 実数から G を復元できる：
G “ tpn, fq : f æ n “ d æ nu. Hechler強制法は σ-centeredである．Hechler実数はグラウンド
モデル上R3-dominatingである：

p@x P ωω X V qp@8nqpx ď˚ 9dq.

1.2.4 アメーバ強制法
A “ tT : T は 2ăωの subtreeでµprT sq ě 1{2u で順序を T 1 ď T ðñ T 1 Ď T で入れ
たものをアメーバ強制法という．D ジェネリックフィルター G に対して測度 1{2 の閉集合
KG “

Ş

Gが定まる．そのコード aをアメーバ実数という．アメーバ実数 aから Gを復元でき
る： G “ tT P A : â Ď rT su．アメーバ実数を Borel な方法で加工して得られる実数 b P C が
あって，それはグラウンドモデル上R1-dominatingである：

p@x P CV qpx ď bq.

アメーバ強制法は cccである．

1.2.5 eventually different強制法
E “ tps, k, φq : s P ωăω, k P ω, φ : ω Ñ rωsďk, p@i P dompsqqpspiq R φpiqquで順序を

ps1, k1, φ1q ď ps, k, φq ðñ s Ď s1 ^ k ď k1 ^ p@iqpφpiq Ď φ1piqq
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を入れたものを eventually different 強制法という． E ジェネリックフィルター G から作ら
れる実数 e “

Ť

ts : ps, k, φq P Gu を eventually different generic 実数という．eventually

different強制法は σ-centeredである．eventually different generic実数はグラウンドモデル上
R4-dominatingである：

p@x P ωω X V qp@8nqpxpnq ‰ 9epnqq.

1.2.6 Borel reading of names

Cohen，ランダム，Hechler，アメーバ，eventually different 強制法は共通して次の性質を
持つ．

性質 8. Pを cccかつ Borelな強制半順序であり，かつ Pはジェネリック実数を持つという性質
を考える．すなわち，実数の名前 9xgen と Borelな関係 B Ď Pˆ 2ω があって

P , p P 9G ðñ Bpp, 9xgenq

となるという性質を考える．

この性質を持つ強制法による強制拡大での実数はジェネリック実数から Borelな方法で計算で
きる．

命題 9. Pを上記性質 8を持つ強制法とする． 9xを 2ω の元の名前とする．このとき Borel関数
C : 2ω Ñ 2ω があって，

, 9x “ Cp 9xgenq

となる．

これは有限台反復でも同様である．

命題 10. pPα, Qα : α ă δq を有限台反復とする．各 Qα は上記性質 8 を持つ (ことが Pα

によって強制される) 強制法とする． 9x を 2ω の元の Pδ 名前とする．このとき Borel 関数
C : p2ωqω Ñ 2ω と可算個の添字 α0, α1, . . . があって，

, 9x “ Cp 9xα0
gen, 9xα1

gen, . . . q

となる．

1.3 goodness

定義 11. P を ccc な強制法とし，λ を非可算正則基数とし，R をポーランド関係システムと
する．P が λ-R-good であるとは，Y の元を表す各 P 名前 9y について非空な集合 Y Ď Y で
サイズ ă λ なものが V に存在して，どんな x P X についても x が Y 上 R 非有界であれば，
, x Ć 9y.

事実 12. Rをポーランド関係システムとする．

1. cccでサイズ ă λな強制法 P はすべて，λ-R-goodである．特に Cohen強制法は ℵ1-R-

goodである．
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2. cccで λ-R-goodであることは任意の長さの有限台反復で保たれる．

事実 13. 1. σ-centeredかランダム強制法の部分ブール代数である強制法は ℵ1-R1-goodで
ある．

2. σ-centeredな強制法は ℵ1-R2-goodである．

補題 14. R “ pX,Y,Ăqをポーランド関係システムとする．λ ď κ ď µを全て非可算正則基数
とする．µ個の Cohen実数 pcα : α ă µqを加えた後に，λ-R-good強制法で強制拡大したモデ
ルにおいて，どんな実数 y P Y についても，

pDα ă κqp@β P κ∖ αqpcβ Ć yq

が成り立つ．

証明. κ 個の Cohen 実数を追加した後の中間モデルで議論する．それを Vκ と呼ぶ．残りの強
制法，すなわち µ ∖ κ 個の Cohen と good 強制法の反復は good である．よって Vκ において
goodnessを目撃する集合 Y でサイズ ăλなものを得る．
最初の Cohen 強制法は ccc であり，κ ě λ は正則なので，ある番号 α P κ がとれてどの元

y P Y もすでに最初の α個の Cohenを付け加えたモデルに存在する．そのモデルを Vα と書こ
う．yによって boundされる実数たちの集合My はmeagerであり，それは絶対的である．どの
β P κ∖αに対しても cβ は Vα 上の Cohen実数なのでMy に属さない．すなわち yに boundさ
れない．つまり，Y によって boundされない．したがって，goodnessの定義より，各 cβ は与
えられた y に boundされないことが強制される．

1.4 EUBと COB

定義 15. γ を極限順序数，P を ccc強制法，R “ pX,Y,Ăqを定義可能な関係システムとする．
EUBpR, P, γqとは次の主張である：X の元の P -名前の列 p 9xαqαăγ であって，どんな Y の元の
P -名前の列 9y についても

pDα ă γqp@β P γ ∖ αq P , ␣p 9xβ Ă 9yq

となる．

ccc強制法を考えているので，γ が非可算共終数を持つときには，pDα ă γqp@β P γ ∖ αqは強
制関係の外にあろうが中にあろうが同じなことに注意しておく．

定義 16. λ, µを非可算正則基数，P を ccc強制法，R “ pX,Y,Ăqを定義可能な関係システム
とする．このとき COBpR, P, λ, µqは次の主張である：ăλ-directedな半順序集合集合 pS,ăqで
サイズ µなものと Y の元の P -名前の族 p 9ys : s P Sqがあって，X の元のどんな P -名前 9xにつ
いても

pDs P Sqp@t ą sq P , 9x Ă 9yi

となる．

EUBpR, P, γqは COBpRK, P, cfpγq, cfpγqqと同値なことに注意する．
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補題 17. COBpR, P, λ, µq は P , pbR ě λかつ dR ď µq を含意する．また EUBpR, P, λq は
P , pbR ď λかつ dR ě λqを含意する．

証明. 前半の COBについての主張の証明．集合 p 9ysqsPS はサイズ µの dominating familyなの
で dR ď µを得る．
bR ě λを示すために，p 9xαqαPθ を長さ θ ă λなる X の元の P 名前の列とする．各 9xα につ
いて，sα P S があって，p@t ą sαqP , 9xα Ă 9yt である．S は ăλ-directed なので，ある t が
あってどの sα よりも大きい．したがって，P , 9xα Ă 9yt がすべての α で成り立つ．すなわち
t 9xα : α P θuは boundedである．
後半の EUBについての主張は上の主張と前半の主張から従う．

2 Cichońの図式の左半分
2.1 初めの強制法 P5

これから「部分的アメーバ強制法」「部分的ランダム強制法」「部分的 Hechler強制法」「部分
的 eventually different 強制法」を定義する．そのために，性質 8 を持つ強制法の有限台反復
pPα, Qα : α ă δqを考える．p 9ηα : α ă δqをジェネリック実数の列とする．α ă δ と w Ď αを
固定する．

定義 18. 1. V の元 pB, uq が w-コードであるとは，u が u Ď w なる可算集合であり B が
B : Ru Ñ Rなる Borel関数であることを意味する．

2. V Pα の実数 xが w-コード pB, uqの解釈であるとは，x “ BppηβqβPuqであることを意味
する

3. 9Qα が w-部分的ランダム強制法であるとは，

Pα , Qα “ tq : qはランダム強制法の条件であり，qはあるw-コード pB, uq in V の解釈 u

となっていることを意味する．ただし，Qα の順序はランダム強制法の順序の制限である
とする．

次の定義は後の節で使う．

定義 19. 1. pp, qq P Pα ˚ Qα が位置 αで決定されているとはコード pB, uqがあって，pが
q が pB, uqのコードであることを強制することだとする．pp, qqが与えられたとき，一般
には q のコードの Pα 名前が取れるにすぎないので位置 αで決定されていないが，p1 ď p

を取って pp1, qqが位置 αが決定されているようにすることができる．
2. Qα の元を表すグラウンドモデルコード列とはコードの列 pBn, unqnPω で，un Ď w なも
のである．

ランダム強制法以外のアメーバ，Hechler，eventually different強制法についても w-部分的強
制法を同様に定義する．

仮定 20. ℵ1 ă λ1 ă λ2 ă λ3 ă λ4 ă λ5 を正則基数たちで µ ă λi ならば µℵ0 ă λi となるも
のたちとする．また，λ3 は正則基数 χで χℵ0 “ χなものの後続基数だと仮定し，λăλ4

5 “ λ5 と
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する．
δ5 “ λ5` λ5 とおき，δ5 ∖ λ5 の非有界部分集合たち S1, S2, S3 and S4 への分割を固定する．
各 α P δ5 ∖ λ5 について wα Ď αであって各 twα : α P Siuは rδ5s

ăλi の中で共終であると仮定
する．

定義 21. P5 “ pPα, QαqαPδ5 を有限台反復であって，α P λ5 に対する Qα は Cohen 強制法で
あり

Qα は wα-部分的
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であるものとする．

事実 13より P5 は i P t1, 2, 4uについて pλi,Riq-goodである．したがって補題 14より次が
従う．

補題 22. i P t1, 2, 4uと正則基数 κ P rλi, λ5sについて EUBpR,P5, κqが成り立つ．

補題 23. i P t1, 2, 3, 4uについて COBpR,P5, λi, λ5qが成り立つ．

証明. S “ Si とおき，S 上の順序 ăを s ă t ðñ ws Ĺ wt で定める．λi が正則なので pS,ăq

は ăλi-directedである． 9ys を sで追加されるジェネリック実数とする (たとえば，i “ 2のとき
は部分的ランダム実数)．P5 名前 9xは Borelな方法でジェネリック実数たちの可算な添字の集合
w˚ Ď δ による部分列のみに依存する．s P Si であって ws Ě w˚ となるものをとる．t ą s を
任意にとる．このとき wt Ě ws なので wt は 9xを計算するためのすべての情報を含む．よって，
P5 , 9x Ăi 9yt を得る．

2.2 bを GCHなしで取り扱う
前の節の内容では EUBpR3,P5, κq (これは bが小さいことに対応する)が抜けていたことに注
意しよう．適切にパラメータ pwαqαPS4 を選ぶことでこの EUBも得られることをこの節と次の
節で見ていく．
この節に限って，仮定 20に加えて次も仮定する．

仮定 24. (この節限定) 2χ “ |δ5| “ λ5.

S0 “ λ5 Y S1 Y S2 Y S3 とおく．よって δ5 “ S0 Y S4 であり，P5 は長さ δ5 の FS ccc反復
であり，α P S0 は |Qα| ă λ3 を含意する．すなわち |Qα| ď χを含意する．α P S0 に対して Pα

名前
iα : Qα Ñ χ 単射 (1)

を固定する．
各条件 p P P5 はある条件 q に強めて α P supppqq X S0 ならば qæα , iαpqpαqq “ ȷ̌ for some

j P χとなるようにできることに注意しておく．
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eventually different 強制法について再掲しておく．E “ tps, k, φq : s P ωăω, k P ω, φ : ω Ñ

rωsďk, p@i P dompsqqpspiq R φpiqquで順序を

ps1, k1, φ1q ď ps, k, φq ðñ s Ď s1 ^ k ď k1 ^ p@iqpφpiq Ď φ1piqq

を入れたものを eventually different 強制法という． E ジェネリックフィルター G から作られ
る実数 e “

Ť

ts : ps, k, φq P Guを eventually different generic実数という．ps, k, φq P Eに対
して sを幹，k を幅と呼ぶことにする．
次の性質たちは容易に観察できる．

観察 25. • もし p, q P Eが両立可能ならばそれらは最大の共通下界を持つ．
• 同じ幹を持つ有限個の条件について，それらは同じ幹の共通下界を持つ．よって，E は
σ-centeredである．

• もし q “ ps1, k1, φ1qかつ p “ ps, k, φqであって s1 が sの延長であるならば，pと q が両
立可能であるのは，ちょうど s1piq R φpiq for all i P domps1qであるときである．

• もし q˚ “ ps˚, k˚, φ˚q が有限集合 B Ď E のすべての元と両立可能ならばかつ s˚ が各
ps, k, φq P B について s の延長ならば，B Y tq˚u は下界を持つ．(s˚ を幹として使い，
B Y tq˚uに現れるすべての φの pointwiseの和集合をとればよい．)

我々は Eではなく Eの部分的バージョンで強制する．α P S4 に対する Pα 拡大において，こ
の部分強制 Qα “ E1 は (必ずしも完備埋め込みでない)E の部分強制法であり，conjunction で
閉じている (すなわち，条件の有限集合について最大下界を取る部分操作で閉じている)．よって
両立可能性は Eで見ても E1 で見ても変わらない．そして先程の観察は E1 に対しても成り立つ．
後の参照のために最後の項目を明示的に主張しておく．

事実 26. E1 Ď E が conjuction で閉じているものとする．もし条件 q˚ “ ps˚, k˚, φ˚q P E1 が
有限集合 B Ď E1 のどの元とも両立可能かつ s˚ が各 ps, k, φq P B に対する s の延長ならば
B Y tq˚uは下界を E1 に持つ．

定義 27. D を ω 上の非単項ウルトラフィルターとし p̄ “ ppnqnPω “ ps, k, φnqnPω を Eの条件
の列であって，同じ幹と幅を持つものとする．limD p̄という条件を ps, k, φ8qであって，すべて
の iと j について j P φ8piq ô tn : j P φnpiqu P D. となるものとして定める．

limD p̄ P Eである．また，q ď limD p̄ならば集合 B – tn P ω : pn compatible with quはD

の元である．
(証明: q “ ps1, k1, φ1q ď limD p̄ “ ps, k, φ8q とする．よって各 i P domps1q について s1piq R

φ8piqであり，極限の定義より Ai – tn : s1piq R φnpiqu P Dである．もし n P
Ş

iPdomps1q A
i な

らば pn は q と両立する．)

集合 B は両立可能性のみを使って定義されているので，両立可能性を保存する部分強制に対
してなお主張は成り立つ．後の参照のためにこれを述べておく：

事実 28. E1 が conjunction で閉じた E の部分強制で p̄ が E1 の条件の列で同じ幹と幅を
持つものとし，limDpp̄q P E1 と q ďE1 limDpp̄q を仮定する．このとき B – tn P ω :

pn compatible with quは D の元である．
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定義 29. • 部分的なガードレールとは関数 h でその定義域は δ5 の部分集合であり，α P

S0 X domphqについて hpαq P χでかつ，α P S4 X domphqについて hpαq P ωăω ˆ ω で
あるものである．

• 可算なガードレールとは部分的なガードレールであって可算な定義域を持つものである．
フルガードレールとは部分的ガードレールで定義域が δ5 なものである．

Engelkingと Kar lowicz [EK65]は位相空間のボックス積の densityを調べるために次の補題
を証明した．我々はこの結果を使う．

補題 30. θ, µ を無限基数とし µăθ “ µ とする．このとき，関数の族 pfξ : ξ ă µq であって各
fξ : 2µ Ñ µであって，どんな関数 f であって dompfq P r2µsăθ かつ ranpfq Ď µなものについ
てもある ξ ă µがあって f Ď fξ である．

補題 30より次が従う．

補題 31. (|δ5| ď 2χ and χℵ0 “ χなので，)フルガードレールの族H˚ で |H˚| “ χなものがあ
り，各可算ガードレールはある h P H˚ に拡大される．このような族H˚ を一つ固定し，ph˚

ε qεPχ

と H˚ の元を枚挙する．

定義 32. 条件 p P P5 がフルガードレール hに従うとは次の 2条件を満たすことをいう．

• すべての α P S0 X domppqについて Pα は ppαq P Qα かつ iαpppαqq “ hpαqを強制する
(iα は (1)で定義されたもの)

• すべての α P S4 X domppqについて：
– pæαは ppαqの幹と幅の組が hpαqに等しいことを強制する．
– pæpα` 1qは αにおいて決定されている．

我々は FS反復を扱っているので，条件 pであって各位置 α P domppqにおいて決定されてい
るものの集合は稠密である．よって次が成り立つ．

• 条件 pであってあるガードレール hが存在して pが hに従うものは稠密である．
• 各固定されたガードレール hについて条件 pであって hに従うものの集合は centeredで
ある．

定義 33. • ルート∇の∆システムでフルガードレール hに従うものとは族 p̄ “ ppiqiPI で
あって，おのおのの pi はすべて hに従い，pdomppiq : i P Iqは通常の意味でルート ∇の
∆システムであるものをいう (よって∇ Ď δ5 は有限)．

• 特に可算な∆システムについて興味がある．ppn : n P ωqをルート∇の∆で hに従うも
のとし，D̄ “ pDα : α P uqを列であって u Ě ∇X S4 かつ Dα は ω 上の超フィルターを
表す Pα 名前であるとする．このとき定義域∇の関数 limD̄ p̄を次で定める．
– もし β P ∇ X S0 ならば，limD̄ p̄pβqはすべての pnpβqの共通の値である (その値は
すでにガードレール hによって決定されていることに注意する)．

– もし α P ∇ X S4 ならば，limD̄ p̄pαq は P5
α によって強制されることの

limDα
ppnpαqqnPω である．
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一般的には limD̄ p̄は P5の条件とは限らないことに注意する：α P S4X∇について，limD̄ p̄pαq

は eventually different強制法 Eの条件であることは確かだが，それが必ずしも部分的 eventually

different 強制法 Qα に入っているとは言えない．
また次に注意する：もし p̄が可算な ∆システムかつ α P ∇X S4 ならば ppnpαqqnPω はグラウ
ンドモデルコード列である (定義 19(2)を見よ)．これは “pn が hに従う”の定義と p̄ is in V よ
り従う．
今我々は pwαqαPS4 を除いたすべての P5 “ pPα, QαqαPδ5 を定義するためのパラメータを固定
している．よって，α P S4 X β に対して wα，Pβ を知れる．
次が Cichoń’s maximumで最も重いポイントである．本稿では証明を省略する．

構成 34. α P δ5 に関する帰納法で列 pDε
αqεPχ と α P S4 に対する wα を次を満たすように構成

できる：

1. 各 Dε
α は非単項超フィルターの Pα 名前であって，Pα ,

Ť

βăα Dε
β Ď Dε

α.

2. 各可算な ∆システム p̄ in Pα でガードレール h˚
ε P H

˚ に従うものに対して:

limpDε
βqβăα

p̄は Pα の元 . . .

3. . . . かつ強制することの Ap̄ – tn P ω : pn P Gαuは Dε
α の元．

4. α P S4 のとき，wα Ď α，|wα| ă λ4 かつ Qα の元のすべてのグラウンドモデルコード列
と ε P χについて Dε

α 極限は Qα に属することが強制される．
(実際には，これを満たす wα の集合は rαsăλ4 の中で ω1-club となる．すなわち，各
w˚ P rαsăλ4 について wα Ě w˚ で (d) を満たすものが存在し，そして pwiqiPω1

という
(d)を満たすものの増加列について極限 wα –

Ť

iPω1
wi も (d)を満たす． )

上記の構成のもとで，次が得られる．

補題 35. κ P rλ3, λ5s に対する EUBpR3,P5, κq が成立する．なおかつ，それは最初の κ 個の
Cohen実数によって witnessされる．

証明. 証明したいことは，どんな P5 名前 y についても coboundedly manyに α P κがあって，
P5 , ␣cα ď

˚ y となることである．
背理法で，p˚ が次を強制するとしよう；unboundedly many の α P κ について cα ď

˚ y で
ある．
そしてそのような添字 αたちを pαiqiPκ と昇順で枚挙する (よって特に αi ě i)．各 iについて

pi ď p˚ であって αi をある βi に決定し，かつ ni であって p@m ě niq cαi
pmq ď ypmqとなるも

のも決定するものをとる．βi P domppiqを仮定しても良い．βi ă κ ď λ5 なので βi は Cohenの
位置であり，したがって pipβiqは Cohenの条件 in V だとしてよい．∆システム補題や鳩の巣
原理を使うことで添え字集合を縮めて，以下を仮定できる：

• すべての ni はある n˚ に等しい．
• ppiqiPκ はルート ∇の ∆システムである．
• βi R ∇であり，特に βi たちは互いに異なる．

(実際，どんな β P κについてもたかだか |β|個の pi が αi “ β を強制できる，なぜなら
pi は αi ě iを強制するから．)
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• pipβiqは常に同じ Cohenの位置 sであり，一般性を失わず同じ長さ n˚˚ ě n˚ としてよ
い (そうでなければ sを拡大する)．

この ∆システムの最初の ω 個の元 ppiqiPω をとる．今，各 pi を p1
i に拡大する：Cohenの条件

pipβiq “ sを s"iに拡大することで (すなわち，p1
i により cαi

pn˚˚q “ iがこれで強制されるよ
うになる)．今 pp1

iqiPω はなお可算な ∆システムであり新しい可算なガードレールに従い，した
がって，あるフルガードレール h˚

ε P H
˚ に従う．

結果として limpDε
αqαPδ5

p̄1 は強制することの，無限個に多くの p1
i がジェネリックフィルターに

入る (構成 34(3))．しかしそのようなおののの p1
i は cαi

pn˚˚q “ i ď ypn˚˚qを強制する．これ
は y˚˚ が自然数なことに反している．

2.3 GCHを復活させる
本稿の残りではグラウンドモデル V で仮定 20に加えて次が成り立つと仮定する．

仮定 36. GCHが成り立つ．

(これは仮定 24と両立しないことに注意．)

P5 を定めるための w̄ “ pwαqαPS4 を除いたすべてのパラメータが固定されていることに注意
する．

補題 37. w̄を適当に選べばすべての正則基数 κ P rλ3, λ5sについて EUBpR3,P5, κqが成り立つ.

これを示すためにかんたんな観察から始める．

補題 38. χを基数とし，B を集合とし，X0 P rBsχ とする．Rは χ`-ccな強制概念で C は R
名前で次を満たすとする：

R , “C は rBsχ の ω1-club部分集合”.

するとある集合 X Ě X0 がグラウンドモデルに存在し，R , X P C.

証明. 帰納法により列 pXα, X̃α : α ă ω1qを次のように選ぶ．

• Xα は rBsχ の元
• Xα たちは αに関して単調増大
• X̃α は R名前で Rで次が強制される： “X̃α は C の元で Xα を含む; そして X̃α たちの
列は単調増加である (必ずしも連続ではない)．”

• Rで X̃α Ď Xα`1 が強制される.

(極限ステップ γ では Xγ “
Ť

αăγ X
α とおき，後続ステップ α ` 1 では χ`-cc を使って名前

X̃α をカバーする．) すると X “
Ť

αPω1
Xα が望まれた集合である．

補題 37の証明. Rを ăχ-closedかつ χ`-ccな強制法で 2χ “ λ5 を強制するものとする．
R拡大 V ˚ の中で仮定 24は成り立つ．そして仮定 20はなお成り立つ
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pwαqαPSi はなお rδ5săλi の中で共終である: i “ 1, 2について強制法 Rは rδ5săλi の元を付け加えな
い．Rが λi-closedだから．
i “ 3について，δ5 の新しい部分集合でサイズ θ ă λ3 なものは，グラウンドモデルの集合でサイズ
がたかだか θ ˆ χ ă λ3 なものに含まれる．Rが χ`-ccだから．

よって V ˚ の中で帰納的な構成 34を実行できる．実際には V の中で α P δ5 に関する帰納法
で次が構成できる．まず，ある共終な列 w̄initial “ pwinitial

α qαPS4 を V で固定しておく．

• R名前 pDε
αqεPχ で構成 34の (1,2,3)に従ったもの．

• α P S4 ならば wα Ě winitial
α が V の中に取れて Rが wα が構成 34の (4)を満たすことを

強制する．
(補題 38と wα の候補たちの集合が rαsăλ4 の中で ω1-club集合だったことを使う．)

よって，V の中でパラメータ w̄ であって次を満たすものを得た：R拡大 V ˚ の中で同じパラ
メータは強制法 P˚,5 を定め，それは EUBpR3,P˚,5, κq in V ˚ を満たす．
P˚,5 は基本的に P5 と同じものである．

R 拡大 V ˚ の中で P5 “ pPα, Qαqαăδ5 (V の中で構成したもの) は標準的に P˚,5 “

pP˚
α , Q

˚
αqαăδ5 に稠密埋め込みされる．

証明: 帰納法により (R拡大の中で)P˚
α が強制することの，Q˚

α (P˚
α -ジェネリックによって評

価される)が Qα (Pα (帰納法の仮定より P˚
α と等価)のジェネリックにより評価される)と等し

いとなることを示す．Q˚
α の任意の元は V にすでに存在する Borel関数を添字 wα の位置にある

可算個のジェネリック実数に適用したものである．それは V にすでにある．
これは次を導く：

V においてすべての正則基数 κ P rλ3, λ5sについて EUBpR3,P5, κqが成り立ち，それは
κ個 Cohen実数により witnessされる．

証明: y を実数の P5 名前とする．V ˚ においてにおいて y を P˚,5 名前として解釈する．
EUBpR3,P˚,5, κqが成り立つので，pDα P κq p@β P κ∖ αqP˚,5 , cβ ę

˚ y となる．ここで cβ は
β 番目の Cohen実数である．χ ă κなのでなので V の中に α˚ ă κであって αの取りうる値の
上界がとれる．任意の β P κ∖ α˚ について V において絶対性より P5 , cβ ę

˚ y が分かる．

定理 39. GCHを仮定し λiが仮定 20を満たすものとして与えられるとする．このときパラメー
タを適切に定めることで，定義 21での FS ccc反復 P5 が i “ 1, 2, 3, 4について次を満たすよう
にできる：

• 任意の rλi, λ5s内の正則基数 κについて，EUBpRi,P5, κqが成り立つ．
• COBpRi,P5, λi, λ5qが成り立つ．

よって特に P5 は addpN q “ λ1, covpN q “ λ2, b “ λ3, nonpMq “ λ4, covpMq “ d “

nonpN q “ cofpN q “ λ5 “ 2ℵ0 を強制する．
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3 ブール超冪
3.1 ブール超冪
κを強コンパクト基数とし，B を κ分配的かつ κ`-ccを持つ無原子完備ブール代数とする．す
ると任意の B 内の κ完備フィルターは κ完備なウルトラフィルターに拡大される．U は κ` 完
備ではない．今，κ完備なウルトラフィルター U を固定する．
BUP名前とは関数 x : A Ñ V であって，その定義域 Aは B の極大反鎖であるものである．

xの定義域を Apxqと書く．
任意の BUP名前は V の元の B-名前を定める：BUP名前 xに対して tp}xpaq, aq : a P Apxqu

である．逆に V の元の B-名前はそれと強制同値な BUP 名前を持つ．BUP 名前とそこから定
まる B-名前を同一視する．

2つの BUP名前に対してブール値 Jx “ yKが定まる．xと y が同値とは Jx “ yK P U である
ことを指す．
v P V の標準名前 v̌ とは tp1B , wq : w P vuのことである．
ブール超冪M´ は BUP名前 xの同値類 rxsからなる．rxs P´ rysを Jx P yK P U により定義
する．j´ : V ÑM´ を v を rv̌sに送る写像として定める．

BUP名前 x1, . . . , xn に対してブール値 Jφpx1, . . . , xnqKが適切に定まる．
次が成り立つ．

1.  Lośの定理: pM´, P´q |ù φprx1s, . . . , rxnsqが成り立つのはちょうど Jφpx1, . . . , xnqK P U
のとき．

2. j´ : pV, Pq Ñ pM´, P´qは初等埋め込み．
3. 特に pM´, P´qは ZFCのモデル．

U が σ 完備なので，pM´, P´q は wellfounded である．M を pM´, P´q の推移崩壊とする．
そして j : V Ñ M を j´ と推移崩壊写像の合成とする．rxs の推移崩壊 xU と書く．したがっ
て，v̌U “ jpvqである．

事実 40. 1. M |ù φpxU
1 , . . . , x

U
n qとなるのはちょうど Jφpx1, . . . , xnqK P U となるとき．特

に j : V ÑM は初等埋め込み．
2. |Y | ă κ ならば jpY q “ j2Y である．特に j の κ への制限は恒等写像である．M は ăκ
列で閉じている．

3. jpκq ‰ κ，特に κ “ critpjq.

証明. 一つだけ示してみよう．α ă κについて jpαq “ αを示す．背理法で，jpαq ą αとなる α

が存在するとして，そのような最小を取る．α P jpαq PM でM は推移的なので α PM である．
そこで BUP名前 xをとって jpxq “ αとなる．jpxq P jpαqだから Lośの定理より Jx̌ P α̌K P U

となる．今ブール値 Jx̌ P α̌KはŽ

βPαJx̌ “ β̌Kに等しいことと，U の κ完備性より，ある β ă α

があって，Jx̌ “ β̌K P U となる． Lośの定理をもう一度使うと jpβq “ jpxq “ α．今 β の最小性
より jpβq “ β だから β “ jpβq “ jpxq “ αとなって，β ă αに反する．

V の元 Y について，Y の元を表す強制名前は BUP名前 xでその値域 ranpxqが Y の部分集
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合であるものとして書ける．そのような BUP名前を jpY qの元を表す BUP名前と呼ぶことに
する (そのような名前 xについて xU は jpY qの元であるため)．

補題 41. pS,ďqを ďκ-directedな半順序集合としたとき，j2S は jpSqの中で cofinalである．

証明. jpSq の元を任意にとり，xU とする．先程の注意より，BUP 名前 x は ranpxq Ď S とし
てよい．dompxq は B が κ`-cc なことよりサイズ κ 以下なので，ranpxq は共通の上界 s0 を持
つ．すると Jx ď s0K “ 1B となるので，pM´, P´q |ù rxs ď š0. したがって，xU ď jps0qとな
る．

定義 42. BUP埋め込みとは，初等埋め込み j : V Ñ M (M は推移的)であって，臨界点 κを
持つものであって，M は ăκ-closedかつ，どんな ďκ-directedな半順序集合 S についても j2S

は jpSq内で cofinalになるものである．

よって，κ-分配的かつ κ`-cc 原子なし完備ブール代数と κ 完備ウルトラフィルターに対する
上で定義した埋め込みは BUP埋め込みである．

補題 43. j を BUP埋め込みで critpjq “ κなものとする．

1. |A| ă κならば，j2A “ jpAqである．
2. ある正則基数 λ ă κについて Sがăλ-directedな半順序であるとき，jpSqはăλ-directed

である．
3. cfpαq ‰ κなる極限順序数 αについて，j2αは jpαqの中で共終．よって特に cfpjpαqq “

cfpαq.

証明. 1つ目．f : λ Ñ A全単射と λ ă κをとる．するとM で jpfq : λ Ñ jpAq 全単射が成り
立つ．よって，x P jpAqとすると α ă λがとれて x “ jpfqpαqだが，jpfqpαq “ jpfpαqqなの
で，これで良い．

2つ目．M で jpSqは ăλ-directedな半順序なことが成り立ち，M が ăκ-closedなことを使
うとよい．

3 つ目．cfpαq “ λ ‰ κ とする．f : λ Ñ α を共終単調増加関数とする．λ ă κ ならばM の
中で jpfq : λ Ñ jpαq が共終単調増加関数となるが，これは絶対的である．λ ą κ ならば α は
ďκ-directedな半順序なので，j2αは jpαqの中で共終である．よって j2f “ pjpξq, jpfpξqqqξăλ

は cfpj2λq “ cfpj2αq “ cfpjpαqqを目撃する．他方で，cfpj2λq “ cfpλq “ λである．これで示
せた．

3.2 κから θへの BUP埋め込み
補題 44. κを強コンパクト基数，θ ą κを cfpθq ą κなる基数とする．このとき BUP埋め込み
j で critpjq “ κかつ次の 3条件を満たすものが存在する：

1. cfpjpκqq “ cfpθqかつ jpκq ě θ.

2. すべての µについて |jpµq| ď maxpµ, θqκ.

3. 特に θκ “ θ かつ κ ď µ ď θ ならば |jpµq| “ θ.
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証明. 次で定まる強制法 pPκ,θ,Ěqの完備化を B とする：

Pκ,θ “ tf : f はθからκへの部分関数で濃度が ăκなもの u

B は ăκ分配的かつ κ`-ccを持つ．この強制法はジェネリックな関数 f˚ : θ Ñ κを付け加える．
よって，各 δ ă θに対して f˚pδqは κの元を表す強制名前であり，したがって BUP名前である．

1番について．xを jpκqの元を表す BUP名前とする．すなわち xの定義域 Aは B の極大反
鎖であり，値域は κの部分集合である．Pκ,θ が B で稠密なので，A Ď Pκ,θ と仮定してもよい．
δ ă θを各 a P Aについて aの定義域の上限より大きいものとする (cfpθq ą κよりこれはある)．
このような px, δqを「適切な組」と呼ぶことにする．そして

bx,δ “ Jf˚pδq ą xK
とおく．
今，bx,δ たちが κ完備なフィルターを生成することを主張する．それを示すために，pxi, δi :

i ă µq, µ ă κを適切な組の列とする．Ź

iăµ bxi,δi ‰ ∅を示す必要がある．集合 tδi : i ă µuの
元を単調増加かつ重複なしに pδℓ : ℓ ă γq, γ ď µと並べる．Aℓ “ ti ă µ : δi “ δluとおく．条
件 qℓ が与えられたときに qℓ`1 P Pκ,θ を次のように定める：

1. qℓ`1 ď qℓ

2. δℓ P supppqℓ`1q Ď δℓ Y tδℓu

3. qℓ`1 æ δ
ℓ はすべての i ă Aℓ について xi の値を αi に決定する．

4. qℓ`1pδℓq “ supiPAℓ
pαiq ` 1

この構成は qℓ`1 が各 i P Aℓ について bxi,δi より強いことを保証する．極限順序数 ℓ ď γ につい
てはそこまで構成した条件の和集合をとる．すると qγ は各 bxi,δi より強い条件となり主張が証
明された．
さて，κが強コンパクトなので，bx,δ (px, δqは適切な組)が生成する κ完備フィルターを拡大
して，κ完備ウルトラフィルター U を得ることができる．すると列 pf˚pδqU : δ ă θqは狭義単
調増加かつ共終である (δ ă δ1 に対して pf˚pδq, δ1qは適切であり，適切な組の bは U に入れて
いることから)．よって，cfpjpκqq “ cfpθqかつ jpκq ě θ を得る．

2番について．jpµqの元を表す BUP名前の数を勘定すればよい．反鎖は Pκ,θ の部分集合と
してよかったので，|Pκ,θ| “ θ を考えると，jpµqの元を表す BUP名前の数は

rθsκ ˆ µκ “ maxpθ, µqκ

で抑えられる．したがって，
|jpµq| ď maxpθ, µqκ.

定義 45. κ から θ への BUP 埋め込みとは BUP 埋め込み j で臨界点 κ を持ち，cfpjpκqq “

|jpκq| “ θ となるものを言う．

系 46. κを強コンパクト，θ ą κを正則基数で θκ “ θ とする．すると κから θ への BUP埋め
込みが存在する．(なおかつそれは，κ ď µ ď θ なる µに対して |jpµq| “ θ を満たす)．
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補題 47. j : V ÑM を初等的で，M は推移的かつ ăκ-closedかつ critpjq “ κだとする．ある
ν ă κについて P は ν-ccであると仮定する．

1. jpP qは ν-cc．
2. τ がM rGsの元を表す jpP q名前ならば，jpP q名前が σがM の中にあって jpP q , τ “ σ

となる．
3. 特に，どんな jpP q名前であって，実数やボレルコード，実数の可算列を表すものは同値
なものがM の中にある．

4. M rGsは V rGsの中で ăκ-closedである.

5. もし ξ ă κであって P が 2ξ “ λを強制するならば jpP qは 2ξ “ |jpλq|を強制する．

証明. 1番について．P が ν-ccなため，

V |ù @A P rP sνDp, q P App ‰ q ^ p ∥ qq

となる．初等性と jpνq “ ν より

M |ù @A P rjpP qsνDp, q P App ‰ q ^ p ∥ qq.

A Ď jpP q がサイズ ν だとしたら，M の ăκclosed より，A P M である．そこで M で
Dp, q P App ‰ q ^ p ∥ qqが成り立つが，これは上向き絶対的であるため， V でも成り立つ．

2番について．名前 τ は組 pA, fqであって A Ď jpP qは極大反鎖で f : AÑ M は aをM の
中の jpP q名前に送るものに対応する．jpP qは ν-ccでかつM は ăκ-closedなので，pA, fqは
M の元であり，M の中で pA, fqを jpP q名前 σ として解釈できる．
これは直ちに (3)と (4)を含意する: jpP q名前 τ でM rGsの元の ζ-列 (ζ ă κ)を表すものが
与えられたとき，τ を名前の ζ-列 pτiqiăζ として解釈でき，各 τi について同値な jpP q名前 σi が
M にある．M が ăκ-closedなので，pσiqiăζ はM にあり，よって jpP q名前をM の中にとっ
て τ と同値にできる．

(そして，もし τ が jpP q名前でM rGsの中で ăκ列なものを表すものだとすると，κが正則
で jpP qが κ-ccなことから τ の長さの上界 ζ ă κをとれる．)

5番について．M rGsでは |2ξ| “ jpλqと 2ξ X V rGs “ 2ξ XM rGsが成り立つ．

3.3 EUBと COBの保存
補題 48. Rをポーランド関係システムとし，P を ccc強制法とし，j を BUP埋め込みで臨界
点 κを持つものとする．このとき，EUBpR, P, δqは EUBpR, jpP q, jpδqqを導く．特に正則基数
λ ‰ κについて，EUBpR, P, λqは EUBpR, jpP q, λqを導く．

証明. x̄ “ pxα : α ă δqを EUBpR, P, δqの証拠となる P 名前の列とする．このとき初等性より
Mで次が成り立つ：

すべての jpP q名前 y について pDα ă jpδqqp@β P jpδq∖ αq␣pjpx̄qβ Ăi yq.

これは絶対的なので，jpx̄qは EUBpR, jpP q, jpδqqの証拠である．
後半の主張は正則な λ ‰ κ については cfpjpλqq “ λ であったことと EUBpR, P, δq ðñ

EUBpR, P, cfpδqqより分かる．
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補題 49. R をポーランド関係システムとし，P を ccc 強制法とし，j を BUP 埋め込みで
臨界点 κ を持つものとする．COBpR, P, λ, µq を仮定する．このとき，もし κ ą λ ならば，
COBpR, jpP q, λ, |jpµq|qが成り立つ．もし κ ă λならば，COBpR, jpP q, λ, µqが成り立つ．

証明. pS,ăqと ȳ を COBpR, P, λ, µqの証拠とする．すると，初等性よりM で次が成り立つ．

各 jpP q名前 xについて：pDs P jpSqq p@t P jpSqq p t ą sÑ jpP q , x Ăi jpȳqt q (˚)

jpP q 名前 x が V で与えられたとき，それを M の元に取り直すことができたことと，Ăi の
M rGsと V rGsの間の絶対性より，これは V でも正しい．
もし λ ă κ ならば，jpλq “ λ なので，jpSq は M の中で λ-directed であり，M の ăκ-

closednessより V でもそうである．よって，COBpR, jpP q, λ, |jpµq|qを得る．
λ ą κとする．j2S と j2ȳ が COBpR, jpP q, λ, µqの証拠であることを示す．j2S は S と同型

なので，λ-directedかつサイズ µは良い．jpP q名前 xが与えられたとすると，やはりそれはM

の元だとしてよい．すると (˚)でのような s P jpSqがとれる．j2S が jpSqの中で cofinalであっ
たので，s1 P S がとれて jps1q ą sとなる．すると，どんな t ą s1 についても，jptq ą jps1q ą s

なため，jpP q , x Ăi jpytqを得る．

系として次を得る．

系 50. j を κから θ への BUP埋め込みとする．このとき

1. 正則な λ ‰ κに対する EUBpR, P, λqは EUBpR, jpP q, λqを含意する．
2. EUBpR, P, κqは EUBpR, jpP q, θqを含意する．
3. κ ą λと κ ď µ ď θ に対する COBpR, P, λ, µqは COBpR, jpP q, λ, θqを含意する．
4. κ ă λに対する COBpR, P, λ, µqは COBpR, jpP q, λ, µqを含意する．

3.4 主定理の証明
定理 51. GCHを仮定し，ℵ1 ă κ9 ă λ1 ă κ8 ă λ2 ă κ7 ă λ3 ă κ6 ă λ4 ă λ5 ă λ6 ă λ7 ă

λ8 ă λ9 を正則基数たちで λ3 は正則基数の後続で i “ 1, 2, 4, 5に対し λi は可算共終数を持つ基
数の後続でないとし，i “ 6, 7, 8, 9に対して κi は強コンパクト基数であるとする．すると ccc強
制法 P9 が存在し，次を強制する：

addpN q “ λ1 ă covpN q “ λ2 ă b “ λ3 ă nonpMq “ λ4 ă

ă covpMq “ λ5 ă d “ λ6 ă nonpN q “ λ7 ă cofpN q “ λ8 ă 2ℵ0 “ λ9.

証明. i “ 6, . . . , 9について，jiを κiから λiへの BUP埋め込みとする．すなわち，cfpjipκiqq “

|jipλiq| “ λi. 第 2 章の強制法 P5 を使い，i “ 5, 6, 7, 8 に対し Pi`1 – ji`1pPiq とおく．特に
P9 “ j9pj8pj7pj6pP5qqqqである.

Cichońの図式の関連する基数不変量を望んだ順番で x1, . . . , x8 と並べる．
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x2 // x4 // // x8 // 2ℵ0

x3 //

OO

x6

OO

ℵ1
// x1 //

OO

//

OO

x5 //

OO

x7

OO

i “ 1, . . . , 4に対して i˚ – 9´ iとおく (よって xi˚ は xi の双対である)．
補題 17 より EUBpRi, P, λq は P , pxi ď λ & xi˚ ě λq を含意し，COBpR, P, λ, µq は

P , xi ě λ & xi˚ ď µを含意することに注意する．
主張: P9 は 2ℵ0 “ λ9 を強制する．
証明: i “ 5, . . . , 8に関する帰納法で，各 Pi`1 は 2ℵ0 “ ji`1pλiq “ λi`1 を強制することを示
せる (補題 47(5)と系 46による)．
主張: i “ 1, . . . , 4について EUBpRi,P9, λiqが成り立ち，EUBpR4,P9, λ5qが成り立つ.

証明: 主張は定理 39により P5 について成り立ち，また系 50(1)により保存される．
これは i “ 1, . . . , 4 について V P9 での xi ď λi を含意し，また x5 “ covpMq ě λ5 を含意
する．
主張: i “ 1, 2, 3に対して EUBpRi,P9, λi˚qが成り立つ．
証明: κi˚`1 ă λi ă κi˚ ă λ5 に注意する．よって EUBpRi,P5, κi˚qが成り立つ (系 39)．こ
れは ℓ “ 5, . . . , i˚ ´ 1について EUBpRi,Pℓ, κi˚qを含意する (系 50(1))．すると ℓ “ i˚ につい
て EUBpRi,Pℓ, λi˚qである (系 50(2))．すると ℓ “ i˚ ` 1, . . . , 9について EUBpRi,Pℓ, λi˚qを
得る (再び系 50(1))．
これは V P9 での ℓ “ 6, 7, 8について xℓ ě λℓ を含意する．
主張: i “ 1, 2, 3, 4が COBpRi,P9, λi, λi˚qについて成り立つ．
証明: 定理 39よりCOBpRi,P5, λi, λ5qが成り立ち，ℓ “ 5, . . . , i˚についてCOBpRi,Pℓ, λi, λℓq

を導く (κℓ ą λi を使う) (系 50(3))．すると ℓ “ i˚ ` 1, . . . , 9について COBpRi,Pℓ, λi, λi˚qを
得る (系 50(4))．
これは V P9 においての i “ 1, . . . , 4について xi ě λi と ℓ “ 5, . . . , 8についての xℓ ď λℓ を含
意する．
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