
PTf,g: non(meager)を上げる強制法

でぃぐ

2023年 1月 25日 作成
2023年 3月 21日 最終更新

概要
本稿は Bartoszyńskiと Judahの本 [BJ95]に載っている PTf,g という強制法について詳しく証
明を書いたものである．PTf,g は non(meager) を上げ，ほかの基数不変量には影響を与えない強
制法である．

目次
1 はじめに 1

2 強制法の性質 2

2.1 Axiom Aと strong axiom A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2 性質 Bf,h と (f, h)-bounding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.3 ⊑random について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3 PTf,g について 4

3.1 PTf,g は non(meager)を上げる . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3.2 PTf,g は properかつ ωω-bounding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.3 PTf,g は cov(null)を保つ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3.4 PTf,g は non(null)を保つ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1 はじめに
PTf,g は properな強制法で non(meager)を上げ，ほかの基数不変量には影響を与えない強制法であ

る．すなわち，CHのモデル上で ω2 回 PTf,g の可算台反復を行うと，Cichońの図式は次の図のよう
に分離される．

add(null)

cov(null)

add(meager)

b

non(meager)

cov(meager)

d

cof(meager)

non(null)

cof(null)

この強制法は [BJS93]で考案され，その後テキスト [BJ95]にも載せられている．本稿はこの強制法
のサーベイである．
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2 強制法の性質
この節ははじめは読み飛ばして，必要に応じて戻ってくればよい．

2.1 Axiom Aと strong axiom A

定義 2.1. 強制概念 P が axiom Aを満たすとは P の順序の列 ⟨≤n: n ∈ ω⟩が存在して次の 3条件を満
たすことである．

(1) q ≤n+1 pならば q ≤n pかつ q ≤ p．
(2) ⟨pn : n ∈ ω⟩が P の元の列ですべての nで pn+1 ≤n pn を満たすならば，p ∈ P が存在して，すべ
ての nで p ≤n pn である．

(3) A ⊆ P が反鎖ならば，すべての p ∈ P と n ∈ ω に対して q ≤n pが存在して，{r ∈ A : q ∥ r}は
可算．

条件 (3)の代わりに次の (3’)を仮定したとき P は strong axiom Aを満たすという．

(3’) A ⊆ P が反鎖ならば，すべての p ∈ P と n ∈ ω に対して q ≤n pが存在して，{r ∈ A : q ∥ r}は
有限．

事実 2.2. axiom Aを満たす強制概念は properである．

補題 2.3. strong axiom Aを満たす強制概念 P は ωω-boundingである．すなわち

P ⊩ (∀f ∈ ωω)(∃g ∈ ωω ∩ V )(f ≤ g).

証明. p ∈ P と名前 ḟ で p ⊩ ḟ ∈ ωω なものをとる．各 n ∈ ω に対して，An を ḟ(n)の値を決定する条
件からなる極大反鎖とする．条件の列 ⟨pn : n ∈ ω⟩を次を満たすように取る．

• p0 ≤ p.

• pn+1 ≤n pn.

• {r ∈ An : pn ∥ r}は有限．

これは (3’)より取れる．最後に q を ⟨pn : n ∈ ω⟩の fusionとする．
今，有限集合 {r ∈ An : pn ∥ r}に対応する ḟ(n)の値の候補の全体を Bn とする：

Bn = {m ∈ ω : (∃r ∈ An)(pn ∥ r ∧ r ⊩ ḟ(n) = m)}.

Bn は有限集合なので g(n) = maxBn とおく．このとき q ⊩ (∀n ∈ ω)(ḟ(n) ≤ g(n))である．
実際，n ∈ ω とする．q′ ≤ q を任意にとる．An が極大反鎖なので r ∈ An があって，q′ ∥ r. q′ は pn

より下にあるので，r は pn とも両立する．よって，r ⊩ ḟ(n) ∈ Bn．特に r ⊩ ḟ(n) ≤ g(n)である．q′

と r の共通拡大 sをとると，s ⊩ ḟ(n) ≤ g(n)でもあるので，これで q ⊩ (∀n ∈ ω)(ḟ(n) ≤ g(n))が示
された．

補題 2.4. 1. P を強制概念とする．axiom Aの条件 (3)は次と同値である．

(∀ȧ ∈ V P )(∀p ∈ P )(∀n ∈ ω)(p ⊩ ȧ ∈ V ⇒ (∃x可算集合)(∃q ≤n p)(q ⊩ ȧ ∈ x))

2. P を強制概念とする．strong axiom Aの条件 (3’)は次と同値である．

(∀ȧ ∈ V P )(∀p ∈ P )(∀n ∈ ω)(p ⊩ ȧ ∈ V ⇒ (∃x有限集合)(∃q ≤n p)(q ⊩ ȧ ∈ x))
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2.2 性質 Bf,h と (f, h)-bounding

定義 2.5. 強制概念 P は axiom Aを満たすとする．f ∈ ω, h ∈ ωω×ω とする．各 n ∈ ω について

lim
k→∞

h(k, n)n

f(k)
= 0

と仮定する．P が性質 Bf,h を持つとは，

(∀p ∈ P )(∀n ∈ ω)(∃c, l ∈ ω)(∀m ≥ l)(∀r ∈ ω)(∀Ḃ ∈ V P )

(T ⊩ (Ḃ ⊆ f(m) & |Ḃ| ≤ r) →

(∃q ≤n p)(∃A ⊆ f(m))(|A| ≤ c · h(m,n) · r & q ⊩ Ḃ ⊆ A)).

を満たすこととする．

定義 2.6. f, h ∈ ωω は
lim
n→∞

h(n)n

f(n)
= 0

を満たすとする．強制概念 P が (f, h)-boundingであるとは，

P ⊩ (∀x ∈
∏
n

f(n))(∃S ∈ V ∩ ([ω]<ω)ω)(∀n)(|S(n)| ≤ h(n) & f(n) ∈ S(n))

を満たすことである．

補題 2.7. Bf,h を満たす強制概念は (f, h∗)-boundingである．ここに

h∗(n) = h(n, n).

証明. p ∈ P , ẋ ∈ V P で p ⊩ ẋ ∈
∏

n f(n)とする． [TODO]

事実 2.8. 各 iterand が「proper かつ (f, h)-bounding」な強制法の加算台反復は proper かつ (f, h)-

boundingである．

補題 2.9. (f, h)-boundingな強制法はランダム実数を付け加えない．

証明. {In : n ∈ ω}を ω の区間分割で |In| = f(n)なものとする．p ⊩ ẏ ∈ 2ω とする．p ⊩ ẋ(n) = ẏ ↾
In なる名前 ẋを定める．すると (f, h)-boundingより q ≤ pと S がとれて，各 n ∈ ω について

|S(n)| ≤ h(n) & q ⊩ ẋ(n) ∈ S(n).

今，
q ⊩ Ȧ = {z ∈ 2ω : (∀n)(z ↾ In ∈ S(n))}

とおくと，q ⊩ ẏ ∈ Ȧであり，また

µ(Ȧ) ≤ µ({z ∈ 2ω : z ↾ In ∈ S(n)})

≤ h(n)

2f(n)

≤ h(n)n

f(n)
→ 0 (n → ∞)

であるので，Ȧは測度 0である．また，Ȧは V の元でコードできる閉集合である．よって，ẏはランダ
ム実数ではない．
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2.3 ⊑random について

3 PTf,g について
仮定 3.1. この節では f ∈ ωω と g ∈ ωω×ω は次の条件を満たす関数とする．

1. すべての n ∈ ω に対して f(n) >
∏

j<n f(j).

2. すべての n, j ∈ ω に対して g(n, j + 1) > f(n) · g(n, j).

3. min{j ∈ ω : g(n, j) > f(n+ 1)} → ∞ (as n → ∞)

このような関数 f, g は存在する．(3)を満たすためには min{j ∈ ω : g(n, j) > f(n+ 1)} ≥ n+ 1で
あれば十分なことに注意する．つまり，g(n, 0), g(n, 1), . . . , g(n, n) < f(n+ 1) < g(n, n+ 1)であれば
よい．そこで番号の小さい方から値を順に定めていくことができる．
詳しくは次の図のような順番で定めていけばよい．

図 1 f と g を定める順番
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定義 3.2. 木 T ⊆ ω<ω に対して stem(T )をその幹，すなわちその上で分岐する最初のノードとする．
木 T ⊆ ω<ω とそのノード s ∈ T に対して

Ts = {t ∈ T : s ≤ t or t ≤ s}

とおく．

定義 3.3. 集合 Seqf を Seqf = {s ∈ ω<ω : (∀j < |s|)(s(j) ≤ f(j))}と定める．PTf,g を次で定めら
れる強制概念とする．T ∈ PTf,g であるのは次のとき：

1. T は Seqf の完全な部分木．
2. 関数 r ∈ ωω で limn→∞ r(n) = ∞なものが存在して，次を満たす：

(∀s ∈ T )(stem(T ) ⊆ s → |succT (s)| ≥ g(|s|, r(|s|))).

PTf,g の元の順序は包含で定められる：S, T ∈ PTf,g について T ≤ S ⇔ T ⊆ S.

3.1 PTf,g は non(meager)を上げる

補題 3.4. PTf,g ⊩ V ∩ ωω ∈ meager.
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証明. Gを (V,PTf,g)ジェネリックフィルターとする．fG =
∪
{stem(T ) : T ∈ G}とする．すると

(∀h ∈ V ∩ ωω)(∀∞n)(h(n) ̸= fG(n))

である．実際，h ∈ V ∩ ωω に対して

Dh = {T ∈ PTf,g : (∀s ∈ T )(stem(T ) ⊆ s → s(|s| − 1) ̸= h(|s| − 1))}

とおくとこれは V 内で定められる稠密集合である．稠密性を今から確かめよう．
T ∈ PTf,g とする．すると r ∈ ωω で limn→∞ r(n) = ∞であって

(∀s ∈ T )(stem(T ) ⊆ s → |succT (s)| ≥ g(|s|, r(|s|)))

を満たす．r′(n) = r(n)− 1とおくと仮定 3.1 (2)より，ある n0 があって，すべての n ≥ n0 で

g(n, r(n))− 1 ≥ g(n, r′(n))

が言える．T ′ ⊆ T をまず幹の高さを n0 以上にして，次に幹の高さ以上の hと同じ値のラベルを取る
ノードを削った木とする．今，

succT ′(s) ≥ succT (s)− 1 ≥ g(|s|, r(|s|))− 1 ≥ g(|s|, r′(|s|))

であるので，r′ は T ′ が PTf,g の元であることを目撃する．これで，Dh の稠密性が言えた．
以上より

V ∩ ωω ⊆ {h ∈ ωω : (∀∞n)(h(n) ̸= fG(n))} ∈ meager

である．

3.2 PTf,g は properかつ ωω-bounding

T ∈ PTf,g について，rT で r であって条件 (2)を目撃し，r(i) = 0 for all i < |stemT |を満たすも
のの中で最大なものを表す．

定義 3.5.

PT∗
f,g = {T ∈ PTf,g : rT is non-decreasing & (∀s ∈ T )(stem(T ) ⊆ s → |succT (s)| = g(|s|, rT (|s|)))}.

補題 3.6. PT∗
f,g は PTf,g の稠密部分集合である．

証明. T ∈ PTf,g をとる. lim rT = ∞より，各 k ∈ ω について ik ∈ ω があって (∀i ≥ ik)(rT (i) ≥ k).

(ik : k ∈ ω)は単調増大としてよい．r′ ∈ ωω を

r′(i) = k (i ∈ [ik, ik+1))

とおくと r′ は非減少かつ∞に発散し，r′ ≤ r′ である．T の中のノードをいくつか消して succT ′(s) =

g(|s|, r′(|s|))なる部分木 T ′ を作る．すると T ′ ≤ T，rT ′ = r′ かつ T ′ ∈ PT∗
f,g である．

定義 3.7. S, T ∈ PT∗
f,g と n ∈ ω に対して関係 T ≤n S を次で定める：

T ≤n S ⇔ T ≤ S & (∀i ∈ ω)(T ∩ ωi+1 ̸= S ∩ ωi+1 → rT ′(i) ≥ n).

補題 3.8. ⟨Tn : n ∈ ω⟩ を PT∗
f,g の元の列であって，Tn+1 ≤n Tn for n ∈ ω なものとする．すると

T ∈ PT∗
f,g があって，T ≤n Tn for all nを満たす．
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証明. n ∈ ω に対して，un = min{j ∈ ω : rTn+1(j) ≥ n}とおく．木 T を

T =
∪
n∈ω

(Tn ∩ ω≤un).

により定める．
主張 A: 各 un は well-definedである．
∵) これは rTn(j) → ∞ (j → ∞)から従う． //

主張 B: un ≤ un+1.

∵) rTn+1 ≤ rTn より，もし rTn+1(j) ≥ nならば rTn(j) ≥ nである． //

主張 C: limn→∞ un = ∞.

∵) k ∈ ω を固定する．すると n0 ∈ ω を取れて f(k) < g(k, n0) を満たす．このとき各 n > n0 につ
いて

g(k, rTn(k)) ≤ f(k) ≤ g(k, n0)

を得る，なぜなら我々の木は Seqf の部分木だからである．よって，g の単調性より，rTn(k) ≤ n0 < n

を得る．ゆえに un > k. //

主張 D: 各 n ∈ ω について，Tn ∩ ω≤un = Tn+1 ∩ ω≤un .

∵) s ∈ Tn ∩ ω≤un を取る．t を s の前者とする．s ̸∈ Tn+1 だとする．すると，Tn ∩ ω|t|+1 ̸=

Tn+1 ∩ ω|t|+1. よって，Tn+1 ≤n Tn より，rTn+1(|t|) ≥ n を得る．したがって，un ≤ |t|. これは
|t| < |s| ≤ un に矛盾する． //

主張 E: T ∈ PT∗
f,g.

∵) 主張 Dより
rTm+1(k) = rTn+1(k) (if k ≤ um+1, un+1).

である．よって，r ∈ ωω を式
r(k) = rTn+1(k) (if k ≤ un+1).

によって定められる．この r は非減少であり，limn→∞ r(n) = ∞ を満たす. s ∈ T を取る．すると
n ∈ ω であって，s ∈ Tn+1 ∩ ω≤un+1 を満たすものを取れる．このとき，

|succT (s)| = |succTn+1(s)| = g(|s|, rTn+1(|s|)) = g(|s|, r(|s|)).

よって，T ∈ PT∗
f,g. //

主張 F: すべての nについて，T ≤n Tn.

∵) n ∈ ωを固定する．t ∈ T とする．するとm ∈ ωが取れて，t ∈ Tm∩ω≤um を満たす．もしm ≥ n

ならば，t ∈ Tm ⊆ Tn である．もしm < nならば，t ∈ Tm ∩ ω≤um ⊆ Tn ∩ ω≤un ⊆ Tn である．よっ
て T ⊆ Tn を得る．
また，T ∩ ω≤un = Tn ∩ ω≤un である．
i ∈ ω を固定し，T ∩ ωi+1 ̸= Tn ∩ ωi+1 を仮定する．すると i ≥ un である．自然数mを i < um+1

を満たす最小としてとる．よって，um ≤ i < um+1. すると un ≤ i < um+1 より n ≤ mを得る．
ゆえに um の定義より，rTm+1(i) ≥ m ≥ nを得る．したがって，rT (i) ≥ n. //

これで補題の証明が終わった．

補題 3.9. 任意の r ∈ ωω で lim r = ∞なものと n ∈ ω に対して，r′ ∈ ωω で lim r′ = ∞なものが存
在して有限個を除いたすべての k ∈ ω で

g(k, r(k))− g(k, n) ≥ g(k, r′(k)).
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証明. r′(k) = r(k)− nが条件を満たす．実際，仮定 3.1 (2)より，十分大きな k について

g(k, r(k)) > f(k) · g(k, r(k)− 1)

> f(k)2 · g(k, r(k)− 2)

> . . .

> f(k)n · g(k, r(k)− n)

> 2 · g(k, r(k)− n)

> g(k, r(k)− n) + g(k, n)

が成り立つ．

補題 3.10. T ∈ PT∗
f,g かつ n ∈ ω とする．T ⊩ ȧ ∈ V とする．すると T̃ ≤n T とm ∈ ω があって，

(∀s ∈ T̃ ∩ ωm)(∃a)(T̃s ⊩ ȧ = a).

証明. 集合 S を次で定める：

S = {t ∈ T : (∃m ∈ ω)(∃T̃ ≤n Tt)(∀s ∈ T̃ ∩ ωm)(T̃s decides ȧ)}.

主張 A: t ∈ T とする．t ̸∈ S ならば |succT (t) ∩ S| < g(|t|, n).

∵) 対偶を示す．|succT (t) ∩ S| ≥ g(|t|, n)と仮定する．succT (t) ∩ S = {s1, . . . , sl}としよう．各 si

は S の元だから，mi ∈ ω と T̃ i ≤n Tsi がとれて，

(∀s ∈ T̃ i ∩ ωm)((T̃ i)s decides ȧ)

となる．mをm = max{m1, . . . ,ml}で定め，

T̃ =
∪

1≤i≤l

T̃ i.

とおく．T̃ を縮めると T̃ ∈ PT∗
f,g かつ T̃ ≤n Ts かつ (∀s ∈ T̃ ∩ ωm)(T̃s decides ȧ)を得る．

よって t ∈ S を得る． //

主張 B: t ∈ T とする．このとき t ̸∈ S ならば (∃s ∈ succT (t))(s ̸∈ S).

∵) 主張 Aと似た議論で示せる． //

補題を示すために，背理法により stem(T ) ̸∈ S を仮定する．木 S̃ ≤ T をレベルに関する帰納法で

succS̃(s) = succT (s)∖ S (s ∈ S̃)

と定める．
主張 B より s ∈ S̃ に対して succS̃(s) = ∅ は起こり得ない．そして主張 A より S̃ の中で各高さ k

と高さ k の各ノードに対して切り落とされた後続者の数は g(k, n)で抑えられる．よって補題 3.9より
S̃ ∈ PTf,g である．
S̃1 ≤ S̃ と aであって S̃1 ⊩ ȧ = aなものを取る．
t ∈ T と S̃2 ≤ S̃1 であって S̃2 ≤n Tt かつ t ∈ S̃2 なものを取る．するとm = |t|と S̃2 は t ∈ S を目

撃する．しかし t ∈ S̃2 ⊆ S̃ であるので，よって t ̸∈ S である．これは矛盾．

系 3.11. PTf,g は strong axiom Aを満たす．

3.3 PTf,g は cov(null)を保つ

次の定理は PTf,g の反復がランダム実数を付け加えないこと (cov(null)を保つこと)を保証するもの
である．
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定理 3.12. f ∈ ωω, g, h ∈ ωω×ω は仮定 3.1に加えて次の条件も満たすとする．

(A) すべての n, j ∈ ω について g(n, j + 1) > f(n)f(n) · g(n, j).

(B) すべての n, k ∈ ω について h(n, k) ≥
∏

i<n g(i, k).

(C) すべての r, c, k ∈ ω について (∀∞n)(c · h(n, k)r ≤ f(n)/2).

このとき PTf,g は性質 Bf,h を満たす．すなわち，

(∀T ∈ PTf,g)(∀n ∈ ω)(∃c, l ∈ ω)(∀m ≥ l)(∀r ∈ ω)(∀Ḃ ∈ V PTf,g )

(T ⊩ (Ḃ ⊆ f(m) & |Ḃ| ≤ r) →

(∃T ′ ≤n T )(∃A ⊆ f(m))(|A| ≤ c · h(m,n) · r & T ′ ⊩ Ḃ ⊆ A)).

仮定 3.1の (1)-(3)と (A)-(C)を満たす関数 f, g, hが存在することを見よう．f, g の定義の順番は図
3の順番の通りにする．g(n, k)が定義された時点で，h(n+ 1, k)を h(n+ 1, k) =

∏
i≤n g(i, k)と定め

る．このように hを定めて，かつ条件 (C)の「十分大なすべての nについて」という部分を「すべての
n ≥ r + c+ k + 1について」と強めると条件 (C)は

f(n) ≥ 2n · h(n, n− 1)n

で十分である．ところが hの定め方より

f(n) ≥ 2n ·
∏
i<n

g(i, n− 1)n

となれば良い．この右辺に登場する g の値は全て f(n)を定義する前に決めているので，f(n)を決める
段階でこの不等式も要請すればよい．

証明. T ∈ PTf,g, n ∈ ω とする．l ∈ ω を

(∀s ∈ T )(|s| > l → |succT (s)| > g(|S|, n+ 1))

なるようにとる．c = |T ∩ ωl|ととる．m ≥ lと r ∈ ω が与えられたとして

T ⊩ Ḃ = {ḃ1, . . . , ḃr} ⊆ f(m)

とする．
補題 3.10より，k ∈ ω と T̃ ≤n+1 T が取れて，

(∀j ≤ r)(∀s ∈ T̃ ∩ ωk)(∃ajs ∈ ω)(T̃s ⊩ ḃj = ajs) (∗)

となる．k は大きく取り直せるので，k ≥ mとしてよい．
列 T̃ = T k ≥n T k−1 ≥n · · · ≥n Tm を次のように構成する．T z+1 が構成されたとする．T z を T z+1

の長さ z の列を後続者をいくつか取り除くことで得る．z に関する帰納法の仮定を次とする．

(∀t ∈ T z+1 ∩ ωz+1)(∃Bt ⊆ f(m))(|Bt| = r & T z+1
t ⊩ Ḃ = Bt).

z + 1 = k では (∗)より良い．
s ∈ T z+1 ∩ ωz とする．B を {Bt : t ∈ succT z+1(s)}の中でもっとも多く現れる集合とする．

succT z (s) = {t ∈ succT z+1 : Bt = B}

とおく．
今，s ∈ T z ∩ ωz ならば

|succT z (s)| ≥ g(z, n+ 1)

f(m)r
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である．右辺の分母は B の選び方の個数，分子は succT z (s)の個数である．一番頻出する B を選んで
いたおかげでこの不等号が成立する．したがって，

|succT z (s)| ≥ g(z, n+ 1)

f(m)r
≥ g(z, n+ 1)

f(z)f (z)
≥ g(z, n)

を得る．最後の不等式は仮定 (A)によるものである．よって，T z ≥n T z+1 を得る．
最後に ˜̃T = Tm とおく．Tm の構成の仕方より

(∀j ≤ r)(∃s ∈ ˜̃T ∩ ωm)(∃ajs ∈ f(m))( ˜̃Ts ⊩ ḃj = ajs)

を得る．また，
| ˜̃T ∩ ωm| ≤ c · g(l + 1, n) · · · · · g(m,n) ≤ c · h(m,n)

を得る．一つ目の不等号は c = |T ∩ ωl|だから各高さで分岐する数を掛けていけば高さ mのノードの
数が抑えられるからである．二つ目は仮定 (B)による．
最後に

A = {ajs : s ∈
˜̃T ∩ ωm & j ≤ r}

とおけば，

|A| ≤ c · h(m,n) · r
˜̃T ≤n T

˜̃T ⊩ Ḃ ⊆ A

を得る．

3.4 PTf,g は non(null)を保つ

定理 3.13. A ⊆ 2ω は µ∗(A) > 0 (外測度正)を満たすとする．すると PTf,g ⊩ µ∗(A) > 0.

証明. c = µ∗(A) > 0とおく．背理法で結論の否定を仮定する．すると T ∈ PTf,g と有理区間の名前
の列 ⟨İn : n ∈ ω⟩があって，次を満たす：

1. T ⊩
∑∞

n=1 µ(İn) < ∞.

2. T ⊩ A ⊆
∩

m∈ω

∪
n>m İn.

s0 = stem(T )とおく．補題 3.10より次のような自然数の単調増加列 ⟨kn : n ∈ ω⟩が取れると仮定して
良い．

1. 各 s ∈ T ∩ ωkn について，Ts は İj (for j ≤ n)の値を決めている．
2. T ⊩

∑
n≥|s0| µ(İn) < c/2.

各 s ∈ T ∩ ωkn と j ≤ nについて

Isj =

{
I if Ts ⊩ İj = I

∅ otherwise

と定める．
r ∈ ωω が T ∈ PTf,g を目撃するとする．r′ ∈ ωω で r′(n) ≤ r(n)かつ r′(n) → ∞なものを考える．

補題 3.14. x ∈ 2ω について次は同値．
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1. T̃ ≤ T があって r′ は T̃ ∈ PTf,g を目撃し，かつ T̃ ⊩ x ̸∈
∪

n∈ω İn.

2. どんな k ≥ |s0|についても，有限の木 tが存在して，次を満たす：
（a）t ⊆ T ∩ ω≤k.

（b）すべての s ∈ t ∩ ω≥|s0| について |succt(s)| ≥ g(|s|, r′(|s|))

（c）もし s ∈ t ∩ ωk ならば x ̸∈
∪

j∈ω Isj .

証明. (1) → (2)について．もし T̃ が (1)を満たすならば，t = T̃ ↾ kは (2)を満たす．(2) → (1)につ
いて．コンパクト性定理を使えば (1)の T̃ の存在が言える．

今集合 D ⊆ 2ω を次で定める：y ∈ D であるのは T̃ ∈ PTf,g が存在して次を満たすとき

1. T̃ ≤ T かつ stem(T̃ ) = s0

2. T̃ ⊩ y ̸∈
∪

n≥|s0| İn

3. (∀n ≥ |s0|)(∀s ∈ T̃ ∩ ωn)(|succT̃ (s)| ≥ g(n, r(n)− 1)).

また各 k ≥ |s0|について集合Dk ⊆ 2ω を次で定める：y ∈ Dk であるのは有限な木 tが存在して次を満
たすとき

1. t ⊆ T ∩ ω≤k.

2. (∀n ≥ |s0|)(∀s ∈ t ∩ ωn)(|succt(s)| ≥ g(n, r(n)− 1)).

3. (∀s ∈ t ∩ ωk)(y ̸∈
∪

n≥|s0| I
s
n).

上の補題 3.14 より D =
∩

k∈ω Dk である．Dk は定義より明らかに Borel 集合であるため，D も
Borel集合，特に Lebesgue可測である．
また，D の定義より D ∩A = ∅である．よって，

c = µ∗(A) ≤ µ(2ω ∖D)

となる．
Dk は減少列であるため，測度の連続性より k ∈ ω があって，

µ(2ω ∖Dk) > 3c/4

を得る．
次に各 k ∈ ω と各 s ∈ T であって，|s0| ≤ |s| ≤ k なものについて，集合 Dk,s を次で定める：

y ∈ Dk,s であるのは有限な木 tが存在して次を満たすとき

1. t ⊆ T ∩ ω≤k.

2. (∀n ≥ |s|)(∀v ∈ t ∩ ωn)(|succt(v)| ≥ g(n, r(n)− 1)).

3. (∀v ∈ t ∩ ωk)(y ̸∈
∪

n≥|s0| I
s
n).

定義より Dk = Dk,s0 は明らか．また，Dk,s と
∪

n≥|s0| I
s
n は交わらないので，

µ(2ω ∖Dk,s) ≤
∑

n≥|s0|

µ(Isn) <
c

2

である．

補題 3.15. aを非負実数とする．|s0| ≤ m < k とし，s ∈ T ∩ ωm と仮定する．各 t ∈ succT (s)につ
いて µ(2ω ∖Dk,t) ≤ aと仮定する．このとき

µ(2ω ∖Dk,s) ≤ a ·
(
1− 1

f(m)

)
.
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証明. はじめに，t ∈ succT (s) であって y ∈ Dk,t であるものの個数が g(m, r(m) − 1) 以上であれば，
それらを目撃する有限木を貼り合わせることにより，y ∈ Dk,s が分かる．対偶をとれば，

y ̸∈ Dk,s ⇒ |{t ∈ succT (s) : y ̸∈ Dk,t}| ≥ g(m, r(m))− g(m, r(m)− 1)

となる．この逆

y ∈ Dk,s ⇒ |{t ∈ succT (s) : y ̸∈ Dk,t}| < g(m, r(m))− g(m, r(m)− 1)

も分かるので，

y ̸∈ Dk,s ⇔ |{t ∈ succT (s) : y ̸∈ Dk,t}| ≥ g(m, r(m))− g(m, r(m)− 1) (∗)

を得る．
次の簡単な補題を使う：

補題 3.16. N1 > N2 を二つの自然数とし，{Aj : j ≤ N1}を測度 ≤ aの集合の族とする．A = {x ∈

2ω : xは Aj の中の少なくとも N2 個に入る }とおく．すると µ(A) ≤ a · N1

N2
.

証明. χAi
を Ai の特性関数とする．今，∫ ∑

i≤N1

χAi
≤ N1 · a

なので，
µ({x ∈ 2ω :

∑
i≤N1

χAi(x) ≥ N2}) ≤
N1 · a
N2

.

この補題と (∗)を使えば，

µ(2ω ∖Dk,s) ≤ a · g(m, r(m))

g(m, r(m))− g(m, r(m)− 1)
≤ a ·

(
1− 1

f(m)

)−1

を得る．最後の不等式は仮定 3.1 (2)を使った．

今，補題を繰り返し使えば，

µ(2ω ∖Dk) = µ(2ω ∖Dk,s0) ≤ (c/2)

|s0|∏
m=k

(
1− 1

f(m)

)−1

を得る．だが，f は急増大なように取り直せるので，
∞∏

n=1

(
1− 1

f(n)

)
>

2

3

としてよい．
よって，

µ(2ω ∖Dk) ≤
c

2
· 3
2
= 3c/4

を得る．これは矛盾．

1ステップで外測度正の保存が言えただけではまだ反復をしたときに non(null)が保存されるために
は不十分であるが，近いところまでは証明できたことになる．
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