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注意

1 本発表では常に ZFCを仮定する．
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順序数について
本発表では順序数を至るところで使う．定義を知らない人
は，順序数とは「整列集合を順序同型で同一視したときの
代表元」と思おう！

ωは自然数全体がなす整列集合に対応する順序数である (集
合論的にはこれが自然数全体そのものである！)．
ω1は濃度が非可算となる最小の順序数である．
ω2は濃度が ω1より真に大きな最小の順序数である．

ω1に馴染みがない人は，Rに整列定理で整列順序を入れて，
その始切片で非可算になる最小のものに対応するのが ω1と
思おう．

順序数全体のクラスをOnと書く．
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基数について

集合 X に対してそれと全単射がつく最小の順序数を X の濃
度と定め，|X |と書く．

ある集合の濃度になる順序数を基数という．すなわち αが
基数なことは，αより真に小さい順序数と αとの間に全単
射が存在しないことを意味する．

ω, ω1, ω2などは基数であるが，基数であるという意味を強
調したいときは，これらをそれぞれ ℵ0,ℵ1,ℵ2などと書く．
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第1節 Suslin直線とSuslin木

6 / 78



実数直線の特徴づけ

順序集合としての実数直線R = (R, <)は次の 3つの性質で
特徴づけられる．

1 端点のない稠密な全順序，
2 順序完備，
3 可分である (すなわち，可算な稠密集合が存在する)．
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実数直線の特徴づけ

3つ目の条件を cccに直してもまだRを特徴付けているだろ
うか？

1 端点のない稠密な全順序，
2 順序完備，
3 cccを満たす (すなわち，互いに素な開区間を非可算個
は取れない)．
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実数直線の特徴づけ

上の条件でRは特徴付けられていないということの証拠を
与える順序集合を Suslin直線と呼ぶ．すなわち，次の 4条
件を満たす順序集合を Suslin直線と言う．

1 端点のない稠密な全順序，
2 順序完備，
3 可分ではない，
4 cccを満たす
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Suslin直線は存在するか？

「Suslin直線は存在する」は ZFC独立な命題である！

すなわち，ZFCが無矛盾であれば「ZFC+Suslin直線は存在
する」も「ZFC+Suslin直線は存在しない」も無矛盾である．

「ZFC+Suslin直線は存在する」の無矛盾性は Gödelの構成
可能宇宙により得られる (なお，Cohen強制など別の方法で
も出来ることが知られている)．

「ZFC+Suslin直線は存在しない」の無矛盾性には反復強制
法を使い，本稿で扱う．
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可能宇宙により得られる (なお，Cohen強制など別の方法で
も出来ることが知られている)．

「ZFC+Suslin直線は存在しない」の無矛盾性には反復強制
法を使い，本稿で扱う．

10 / 78



Suslin直線は存在するか？

「Suslin直線は存在する」は ZFC独立な命題である！

すなわち，ZFCが無矛盾であれば「ZFC+Suslin直線は存在
する」も「ZFC+Suslin直線は存在しない」も無矛盾である．

「ZFC+Suslin直線は存在する」の無矛盾性は Gödelの構成
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Suslin直線とSuslin木

Suslin直線の存在性を，より組合せ論的に扱いやすい Suslin
木の存在性に翻訳することができる．
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木の定義

(T , <)を順序集合とする．t ∈ T に対して
t ↓= {s ∈ T : s < t}, t ↑= {s ∈ T : s > t}とおく．

(T , <)は次の条件を満たすとき木という:

任意の t ∈ T に対して t ↓が <に関して整列集合
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木の高さの定義

T を木，t ∈ T とする．tの高さとは t ↓の順序型のことで
ある．
T の高さ height(T )とは

height(T ) = min{α ∈ On : T の高さαの元が存在しない }

のことである．
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cccの定義
Pを半順序集合とする．
x , y ∈ Pに対して x ⊥ y (x と y は両立しない)を z ≤ x かつ
z ≤ y となる z ∈ Pが存在しないこととして定める．

A ⊆ Pが反鎖であるとは (∀x , y ∈ A)(x ⊥ y)のこと．

Pのどの反鎖もたかだか可算なとき Pは cccを満たすと
いう．

木 (T , <)は等号付きの逆向きの順序≥について cccのとき
cccという．

位相空間 X が cccというのは，開集合系から空集合を除い
た半順序集合 (O(X )∖ {∅},⊆)が cccのとき cccであると言
われる．Suslin直線の定義のときに出てきた cccはこの意味
である．
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Suslin木の定義

木 T が次の 3条件を満たすとき Suslin木という:

1 T の高さは ω1

2 T は cccを満たす (すなわち T の反鎖は必ず可算)

3 T の鎖 (全順序部分集合)は必ず可算
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Suslin直線の存在 iff Suslin木の存在

定理
次は同値:

1 Suslin直線が存在する．
2 Suslin木が存在する．

(2)ならば (1)の証明はサクラさんの発表で扱われた．

(1)ならば (2)の証明をこれから行おう．
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Suslin直線が存在すればSuslin木も存在する
(X , <)を Suslin直線とする．α < ω1に関する再帰で
aα, bα ∈ X を次を満たすようにとる．

1 aα < bα

2 ξ < α ならば aξ ̸∈ [aα, bα]かつ bξ ̸∈ [aα, bα]
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(X , <)を Suslin直線とする．α < ω1に関する再帰で
aα, bα ∈ X を次を満たすようにとる．

1 aα < bα

2 ξ < α ならば aξ ̸∈ [aα, bα]かつ bξ ̸∈ [aα, bα]

これが可能なことを見る．α未満まで構成できたとして，
aα, bαを構成する．A = {aξ : ξ < α} ∪ {bξ : ξ < α}は可算集
合．よって X が可分でなかったことより，Aは X で稠密で
ない．すなわち，ある (cα, dα)があり，Aと交わらない．X
の自己稠密性より cα < aα < bα < dαなる aα, bα ∈ X をとれ
る．これが条件を満たす． //
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Suslin直線が存在すればSuslin木も存在する
T を集合として T = ω1とおき，木の順序⊏を

ξ ⊏ α :⇐⇒ [aα, bα] ⊆ (aξ, bξ)

で定める．

19 / 78



Suslin直線が存在すればSuslin木も存在する
定義: ξ ⊏ α :⇐⇒ [aα, bα] ⊆ (aξ, bξ). まず構成より分かる
注意として，

ξ < α→ [aα, bα] ⊆ (aξ, bξ)または [aα, bα] ∩ [aξ, bξ] = ∅

である．

任意の α ∈ T について α↓が全順序なことを言おう．
η, ξ ∈ α↓とすると，[aη, bη]と [aξ, bξ]は交わる (どちらも
[aα, bα]を含むから)．よって上の注意から，ξ < ηなら
ξ ⊏ η，η < ξなら η ⊏ ξである．

ξ ⊏ αならば⊏の定義と上の注意より ξ < αなので，任意
の α ∈ T について α↓は⊏は整列している．
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Suslin直線が存在すればSuslin木も存在する

⊏の非反射性，推移性はすぐに分かるので，(ω1,⊏)は木で
ある．

鎖のサイズが必ず可算なことを示す．C = {αµ : µ < ω1}を
α0 ⊏ α1 ⊏ . . . なる鎖とする．すると
(aαµ , bαµ)∖ [aαµ+1 , bαµ+1] for µ < ω1は disjointな非空開集合．
これは X が cccなことに反する．
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Suslin直線が存在すればSuslin木も存在する

反鎖のサイズが必ず可算なことを示す．A ⊆ ω1を⊏の反鎖
とする．すると注意より，[aα, bα] for α ∈ Aは pairwise
disjointである．X 自己稠密より [aα, bα]より小さい開区間を
とれる．したがって，　 X : cccより Aは可算．

最後に (T ,⊏)の高さ ω1なことを示す．どの鎖も可算なので
height(T ) ≤ ω1である．どの反鎖も可算なので，特にどの
レベルも可算．よって，|T | = ℵ1より height(T ) ≥ ω1であ
る．したがって，height(T ) = ω1.

22 / 78



Suslin直線が存在すればSuslin木も存在する

反鎖のサイズが必ず可算なことを示す．A ⊆ ω1を⊏の反鎖
とする．すると注意より，[aα, bα] for α ∈ Aは pairwise
disjointである．X 自己稠密より [aα, bα]より小さい開区間を
とれる．したがって，　 X : cccより Aは可算．

最後に (T ,⊏)の高さ ω1なことを示す．どの鎖も可算なので
height(T ) ≤ ω1である．どの反鎖も可算なので，特にどの
レベルも可算．よって，|T | = ℵ1より height(T ) ≥ ω1であ
る．したがって，height(T ) = ω1.

22 / 78



これからの節でやることの概観

Suslin直線のない ZFCのモデルを作りたい．そのためには，
Suslin木のない ZFCのモデルを作ればよい．

まず，ZFCのモデルを強制法で拡大して，任意に持ってき
た一つの Suslin木が拡大した方ではもはや Suslin木ではなく
なっているようにできることを見る．

そして強制法を繰り返し使って，Suslin木が一つもない ZFC
のモデルを作る．
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第2節 相対化と絶対性
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推移的集合

集合 X は
y ∈ x かつ x ∈ X ならば y ∈ X

を満たすとき推移的と言われる．言い換えれば，「x ∈ X な
らば x ⊆ X」ということである．
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相対化

φを集合論の言語の論理式とする．φM を φの中の全部の ∀
と ∃をMで boundした論理式を表す．これを φのMへ
の相対化という．
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相対化の例

無限公理

(∃x)(∅ ∈ x ∧ (∀y)(y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x))

のMへの相対化は

(∃x ∈ M)(∅ ∈ x ∧ (∀y ∈ M)(y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x))

である．

本当は∅や ∪，{x}という部分も相対化しないといけない
が，後のスライドで見るようにこれらは絶対的なのでその
ままでよい．
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絶対性
M ⊆ Nを推移的集合 (または推移的クラス)とする．論理式
φ(x1, . . . , xn)がMとNとの間で絶対的であるとは

(∀x1, . . . , xn ∈ M)(φM(x1, . . . , xn) ⇐⇒ φN(x1, . . . , xn))

であることを言う．

φがMとNとの間で上向き絶対的であ
るとは

(∀x1, . . . , xn ∈ M)(φM(x1, . . . , xn)→ φN(x1, . . . , xn))

であることを言い，φがMとNとの間で下向き絶対的であ
るとは

(∀x1, . . . , xn ∈ M)(φM(x1, . . . , xn)← φN(x1, . . . , xn))

であることを言う．
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絶対性の例

次の概念 (を表す論理式)は (推移的な集合 or クラスの間で)
常に絶対的:

1 x は空集合
2 x ⊆ y

3 z = {x , y}
4 z = x ∪ y

5 z = x × y

などなど．
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絶対性の例

次の概念 (を表す論理式)は ZFCの適当な有限部分を満たす
推移的集合 or クラスの間で絶対的:

1 x は順序数
2 x は自然数
3 x = ω

などなど．
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絶対的でない例

「y は xの冪集合である」や「y = ℵx」などは絶対的でない．

「x は基数である」は下向き絶対的である (が絶対的で
ない)．
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上向き絶対性・下向き絶対性

ψ(x1, . . . , xn, y)が絶対的な論理式ならば，
1 (∃y)φ(x1, . . . , xn, y)は上向き絶対的である．
2 (∀y)φ(x1, . . . , xn, y)は下向き絶対的である．
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代数や幾何などからの例 (今後出てきません)

このページでは単に絶対的と言ったら ZFCの推移的モデル
の間で絶対的であるという意味とする．

1 「(R ,+, ·, 0, 1)は可換環である」は絶対的
2 「(X ,O)は位相空間である」は下向き絶対的 (だが絶対
的ではない)

3 「可換環 Rが体である」や「可換環 Rが整域である」
は絶対的

4 「可換環 Rが局所環である」は絶対的
5 「R加群Mが自由である」は上向き絶対的 (だが絶対
的ではない)

6 「可換環 Rがネーター環である」や「可換環 Rが PID
である」はともに絶対的 (!) [Wof21]
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重要な例

ℵ1が絶対的な 2つのモデルの間で次が成り立つ．

1 「(T , <)は木である」は絶対的
2 「半順序集合 (P ,≤)は cccを満たす」は下向き絶対的
3 「半順序集合 (P ,≤)の鎖はすべてたかだか可算」は下
向き絶対的

4 以上から「(T , <)が Suslin木」は下向き絶対的

34 / 78



重要な例

ℵ1が絶対的な 2つのモデルの間で次が成り立つ．
1 「(T , <)は木である」は絶対的

2 「半順序集合 (P ,≤)は cccを満たす」は下向き絶対的
3 「半順序集合 (P ,≤)の鎖はすべてたかだか可算」は下
向き絶対的

4 以上から「(T , <)が Suslin木」は下向き絶対的

34 / 78



重要な例

ℵ1が絶対的な 2つのモデルの間で次が成り立つ．
1 「(T , <)は木である」は絶対的
2 「半順序集合 (P ,≤)は cccを満たす」は下向き絶対的

3 「半順序集合 (P ,≤)の鎖はすべてたかだか可算」は下
向き絶対的

4 以上から「(T , <)が Suslin木」は下向き絶対的

34 / 78



重要な例

ℵ1が絶対的な 2つのモデルの間で次が成り立つ．
1 「(T , <)は木である」は絶対的
2 「半順序集合 (P ,≤)は cccを満たす」は下向き絶対的
3 「半順序集合 (P ,≤)の鎖はすべてたかだか可算」は下
向き絶対的

4 以上から「(T , <)が Suslin木」は下向き絶対的

34 / 78



重要な例

ℵ1が絶対的な 2つのモデルの間で次が成り立つ．
1 「(T , <)は木である」は絶対的
2 「半順序集合 (P ,≤)は cccを満たす」は下向き絶対的
3 「半順序集合 (P ,≤)の鎖はすべてたかだか可算」は下
向き絶対的

4 以上から「(T , <)が Suslin木」は下向き絶対的

34 / 78



第3節 1ステップの強制法
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強制法の概要

強制法は ZFCのモデルMとMに属する半順序集合 (強制概
念)P ∈ Mについて (M ,P)ジェネリックフィルター G ∈ P
という良い集合をMに添加してより大きなモデルM[G ]を
作る方法である．
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ctm

集合論の言語 L = {∈}の可算な推移的構造を ctm
(countable transitive model)という．

ZFC全部の公理を満たす ctmはとれるとは限らない (常にと
れるとしたら第二不完全性定理に抵触！)．が，ZFCの任意
有限個の公理の ctmはとれる！そして，実は相対的無矛盾
性を示すのなら，それで十分．

だが，面倒なのでこれからは ZFC全てを満たす ctmを考
える．
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強制概念の定義

最大元を持つ半順序集合 P = (P,≤, 1)を強制概念という．

D ⊆ Pは (∀p ∈ P)(∃q ∈ D)(q ≤ p)を満たすとき稠密集合と
いう．
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ジェネリックフィルターの定義

Mを ZFCの ctm，P ∈ Mを強制概念とする．次の条件を満
たす G ⊊ Pを (M ,P)ジェネリックフィルターという:

1 1 ∈ G

2 (∀p ∈ G )(∀q ≥ p)(q ∈ G )

3 (∀p, q ∈ G )(∃r ∈ G )(r ≤ pかつ r ≤ q)

4 Mに属するどんな稠密集合D ⊆ Pについても
D ∩ G ̸= ∅

(M ,P)ジェネリックフィルターは存在する (が基本的には
Mの中には存在しない)．その証明はMが ctmであること
を本質的に使う．
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名前の定義

Mを推移的集合，P ∈ Mを強制概念とする．α ∈ On∩Mに
ついてMP

αを
1 MP

0 = ∅
2 MP

α+1 = PM(MP
α × P)

3 極限順序数 δに対してMP
δ =

∪
α<δ M

P
α

で定め，
MP =

∪
α∈On∩M

MP
α

と定める．MPの元をMに属する P名前という．
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名前の定義がよく分からないのですが？

P名前の定義をよく読むと，P名前 ẋは P名前と Pの元の組
の集合となっている：

ẋ = {(ẏ , p), (ż , q), . . . }

誤解を恐れずにいれば P名前は「確率付きの集合」であり
(ẏ , p) ∈ ẋ とは，確率付き集合 ẋ に確率付き集合 ẏ を確率 p
で入れている，と読める．

後のスライドの名前の例と名前の解釈を読めばまた名前の
概念も理解しやすくなるだろう．
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名前の例

集合の ∈に関する再帰により x のチェック名前 x̌ を

x̌ = {(y̌ , 1) : y ∈ x}

と定める．

たとえば 2 = {0, 1} = {∅, {∅}}のチェック名
前は

2̌ = {(0̌, 1), (1̌, 1)}
= {(∅, 1), ({(0̌, 1)}, 1)}
= {(∅, 1), ({(∅, 1)}, 1)}

となる．
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ジェネリックフィルターの名前

ジェネリックフィルターの名前 Ġ を

Ġ = {(p̌, p) : p ∈ P}

で定める．
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名前の解釈

Mを ZFCの ctm，P ∈ Mを強制概念とし，G を (M ,P)ジェ
ネリックフィルターとする．ẋ のランクに関する再帰で，ẋ
の G における解釈 ẋG を次で定める:

ẋG = {ẏG : (ẏ , p) ∈ ẋ , p ∈ G}.

例
チェック名前 x̌ について x̌G = x
ジェネリックフィルターの名前 Ġ について ĠG = G .
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M [G ]の定義

Mに属する P名前を解釈して得られる集合全体の集合を
M[G ]とおく:

M[G ] = {ẋG : ẋ ∈ MP}.
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強制関係の定義

φを集合論の言語の論理式とする．Mを ZFCの ctm，
P ∈ Mを強制概念とする．ẋ1, . . . , ẋn ∈ MPとする．

p ⊩P,M φ(ẋ1, . . . , ẋn)

⇐⇒ (∀G : (M ,P)ジェネリックフィルター)

(p ∈ G → M[G ] |= φ((ẋ1)G , . . . , (ẋn)G ))

と定め，この関係を強制関係という．
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強制法の基本定理

定理
Mを ZFCの ctm，P ∈ Mを強制概念とする．

1 任意の p ∈ Pについて，p ∈ G となる (M ,P)ジェネ
リックフィルター G が存在する

2 M[G ]は ZFCを満たし，M ⊆ M[G ], G ∈ M[G ]を満た
す ctmである．またM[G ]はそのような中で最小の ctm
である．

3 (定義可能性補題) ⊩∗という関係が具体的に定義でき
て，p ⊩P,M φ ⇐⇒ (p ⊩∗

P φ)
M

4 (真理性補題) M[G ] |= φ ⇐⇒ (∃p ∈ G )(p ⊩P,M φ)
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追加で cccに関する重要な定理

定理
Mを ZFCの ctm，P ∈ MをM内で cccな強制概念とする．
このとき基数は壊れない．すなわち

(κが基数)M ⇐⇒ (κが基数)M[G ]
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具体例：Cohen強制

P = 2<ωを文字 0と 1からなる有限文字列全体のなす集合と
する．p, q ∈ Pに対して q ≤ pを qは pの延長である，と定
める．この半順序集合をCohen強制という．

有限文字列 sの長さを lh(s)と書く．各自然数 nについて
Dn = {p ∈ P : lh(p) ≥ n}は稠密集合である．

各有限文字列 sについて

Es = {p ∈ P : pは部分文字列として s を含む }

は稠密集合である．
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具体例：Cohen強制
(M ,P)ジェネリックフィルター G をとる．フィルターの元
の両立条件があるので，G の元 pと qは同じインデックスで
違う文字を当てていない．

また，G は各Dnと交わるため，
G の貼り合わせ g =

∪
G は長さ ωの 01列になっている．

しかも，G は各 Es と交わるから，g にはどんな有限文字列
も部分文字列として含む！

この g をCohen実数と呼ぶ．

別に Cohen実数でなくても，「どんな有限文字列も部分文字
列として含む」ような無限文字列はいくらでも作りようが
ある．だから，これだけだとあまりありがたみはないが，
強制法の議論に慣れてもらうために Cohen強制を紹介した．
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Cohen強制はSuslin木を生やす

ちなみに，Cohen強制法は Suslin木を生やすという事実が知
られている！

つまり，Pを Cohen強制として (M ,P)ジェネ
リックフィルター G について

M[G ] |= Suslin木が存在する.

これの証明をやろうとしたらそれで一回分の講演になるの
で今回は証明しない．
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具体例：Suslin木を一個壊す

この節の内容を使って任意に与えられた Suslin木を一個壊
そう．

「壊す」の意味は，ジェネリック拡大M[G ]ですでにそれが
Suslin木になっていないことである (Suslin木であることは
下向き絶対的だが，絶対的でなかったことを思い出そう！)．
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well-prunedの定義

(T , <)を Suslin木とする．これがwelll-prunedとは
(∀t ∈ T )(|t ↑| = ℵ1)なことを言う．

Suslin木があれば，well-prunedな Suslin木が存在する (Suslin
木が与えられたとき，それを「刈り込めば」well-pruned　
Suslin木になる)

よって Suslin木を壊すときは well-prunedな Suslin木を壊せ
ばよい．
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具体例：Suslin木を一個壊す

定理
Mを ZFCの ctmとする．(T , <T ) ∈ Mを
(well-prunedな Suslin木)M とする．このときある cccM な強
制概念 PT ∈ Mが存在して，任意の (M ,PT )ジェネリック
フィルター G について

M[G ] |= T は Suslin木でない.
証明．PT = T で順序はT の順序の逆 q ≤PT

p ⇐⇒ p ≤T q
で入れる．T が cccなので PT は cccである．
各 α ∈ (ω1)

M について

Dα = {p ∈ P : height(p) ≥ α}

とおく．
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具体例：Suslin木を一個壊す

定理
Mを ZFCの ctmとする．(T , <T ) ∈ Mを
(well-prunedな Suslin木)M とする．このときある cccM な強
制概念 PT ∈ Mが存在して，任意の (M ,PT )ジェネリック
フィルター G について

M[G ] |= T は Suslin木でない.
Tが well-prunedなことから，各Dαは PT の稠密集合とな
る．今，(M ,PT )ジェネリックフィルターG をとると，すべ
ての αで G ∩ Dα ̸= ∅なことから G は (サイズℵ1)M[G ]の鎖
である．

55 / 78



第4節 2ステップの強制法
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V [G ]はあります！

強制法をやる上でいちいち ctm Mをとって色々な条件をM
に相対化するのは面倒．そこである意味方便として V を集
合全体のクラスとして (V ,P)ジェネリックフィルター G と
いうのを考える．

実際にはそんな G は存在しないが，あるとして議論しても
問題ない．その正当化は実際されている ([渕野 18]を見よ)．

というわけで以後 (V ,P)ジェネリックフィルターはがんが
ん取って使っていく．そして，定義可能性補題のところで
紹介した⊩∗

Pをこれから単に⊩Pと書く．また，Pの最大元 1
による強制 1 ⊩P φを単に⊩P φと書く．
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2ステップの強制法
強制概念 Pによりジェネリック拡大 V [G ]をとり，その後強
制概念Q ∈ V [G ]によりもう一度ジェネリック拡大 V [G ][H]
をとることを考える．

実はこれは 1回のジェネリック拡大で実現可能である．そ
れを見るために強制概念の 2ステップ反復を定義しよう．

Pを強制概念，Q̇ ∈ V Pを⊩P “Q̇は強制概念”なるものとし
よう．このとき

P ∗ Q̇ = {(p, q̇) : p ∈ Pかつ q̇ ∈ V Pかつ p ⊩P q̇ ∈ Q̇}

とおく．P ∗ Q̇の上の順序を
(p1, q̇1) ≤ (p2, q̇2) ⇐⇒ p1 ≤ p2かつ p1 ⊩P q̇1 ≤ q̇2

と定める．
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ジェネリック拡大2回は1回のジェネリック拡
大に直せる

定理
1 G を (V ,P)ジェネリックフィルターとしてHを
(V [G ], Q̇G )ジェネリックフィルターとする．このとき

K = {(p, q̇) ∈ P ∗ Q̇ : p ∈ G かつ q̇G ∈ H}
とおけばK は (V ,P ∗ Q̇)ジェネリックフィルターで
ある．

2 逆にK を (V ,P ∗ Q̇)ジェネリックフィルターとすると
G = {p ∈ P : (∃q̇)((p, q̇) ∈ K )}は (V ,P)ジェネリック
フィルターであり，H = {q̇G : (∃p)((p, q̇) ∈ K )}は
(V [G ], Q̇G )ジェネリックフィルターである．
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ccc強制概念の2ステップ反復は ccc

定理
Pを ccc強制概念，Q̇ ∈ V Pを⊩P “Q̇は ccc強制概念”とす
る．このとき P ∗ Q̇も cccである．

証明．背理法．⟨(pα, q̇α) : α < ω1⟩を P ∗ Q̇の反鎖とする．
⊩P Ḃ = {α : pα ∈ Ġ}なる名前 Ḃをとる．すると
⊩P “{q̇α : α ∈ Ḃ}は反鎖”である．⊩P “Q̇は ccc”なので，
⊩P (∃β < ω1)(Ḃ ⊆ β). 今 Pが cccなので γ < ω1がとれて，
⊩P Ḃ ⊆ γ. これは γより大きな αについて pα ⊩P α ∈ Ḃな
ことに矛盾．
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第5節 有限台反復強制法
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反復

前節の 2ステップ反復を繰り返せば有限回の反復は扱える
ようになる．しかし，たとえば ω回の反復はどう定義すれ
ばいいだろう？

代表的なアイディアは次の 2つだ：
1 P0 → P1 → P2 → . . . という「完備埋め込み」の列が定
まっているのでこれの順極限をとる．

2 · · · → P2 → P1 → P0という「射影」の列が定まってい
るのでこれの逆極限をとる

有限台反復は極限ステップでは常に順極限をとるというア
イディアを採用する．
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列に関する記法

1 順序数 αについて「長さ αの列」とは定義域が αの関
数である．

2 したがって，長さ αの列 x について x の β番目は x(β)
で表すことになる．

3 長さ αの列 x と β < αについて x ↾ βで最初の β個で
切った長さ βの列を表す．

4 長さ αの列 x と長さ βの列 y について x⌢y で両方を連
接した長さ α + βの列を表す．

5 成分が x0, . . . , xnの長さ有限の列は ⟨x0, . . . , xn⟩で表す．
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有限台反復
順序数 δに対して有限台反復 ⟨Pα, Q̇α : α ≤ δ⟩とは次を満た
す列である:

1 各 Pαは強制概念であり，その元はすべて長さ αの列で
ある．

2 Q̇αは Pα名前であり，⊩Pα “Q̇α は強制概念”.

3 β < α ≤ δで p ∈ Pαならば p ↾ β ∈ Pβ.

4 Pα+1 = {p⌢⟨q̇⟩ : p ∈ Pα, q̇ ∈ V Pα ,⊩Pα q̇ ∈ Q̇α}.
5 γ < δが極限順序数ならば，
Pγ = {p :pは長さγの列であり，すべてのα < γで p ↾ α ∈ Pα

かつ {β < γ : p(β) ̸= 1}は有限集合 }
6 β < α ≤ δについて 1Pα(β) = 1Q̇β

7 α ≤ δと p, p ∈ Pαについて p′ ≤ pなのはすべての
β < αについて p′ ↾ β ⊩Pβ

“p′(β) ≤Q̇β
p(β)”のとき
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有限台反復

有限台反復 ⟨Pα, Q̇α : α ≤ δ⟩と α ≤ δと p ∈ Pαに対して

supt(p) = {β < γ : p(β) ̸= 1}

とおき，これを pの台と呼ぶ．supt(p)は常に有限集合であ
る！ (これが有限台反復と言われるゆえん)
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cccの保存

定理
⟨Pα, Q̇α : α ≤ δ⟩と α ≤ δを有限台反復とし，すべての
α < δについて

⊩Pα “Q̇αは ccc”

と仮定する．このとき Pδも ccc．

証明はデルタシステム補題による．
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実数などは必ず途中のステージで出てくる
定理
κを正則基数，ε < κを順序数，⟨Pα, Q̇α : α ≤ κ⟩を cccな有
限台反復とする．Ẋ ∈ V Pκを⊩Pκ Ẋ ⊆ εなる名前とする．
このときある β < κと Ẏ ∈ V Pβ があって，⊩Pκ Ẋ = Ẏ で
ある．

証明．各 ζ ∈ εについて，Aζを集合

{p ∈ Pκ : p ⊩ ζ ∈ Ẋ}

内の極大反鎖とする．Pκが cccなので，Aζは可算である．
κの正則性より β := sup{supt(p) : ζ ∈ ε, p ∈ Aζ} < κとな
る．すると

Ẏ = {(ζ̌ , p) : ζ ∈ ε, p ∈ Aζ}

とおけばこれが所望の名前である．
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Gα

⟨Pα, Q̇α : α ≤ δ⟩を有限台反復とする．G を (V ,Pδ)ジェネ
リックフィルターとしたとき

Gα = {p ↾ α : p ∈ G}

とおく。これは (V ,Pα)ジェネリックフィルターである。
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第6節 Suslin木を壊しまくる話
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Suslin木を壊しまくる

定理
2ℵ0 = ℵ1かつ 2ℵ1 = ℵ2を仮定．強制概念 Pが存在し

⊩P “Suslin木は存在しない”.

証明．Pを cccな ω2ステップ有限台反復 ⟨Pα, Q̇α : α ≤ ω2⟩
について P = Pω2として得る．αに関する帰納法で Q̇αを

⊩Pα “Q̇αは ccc かつ |Q̇α| ≤ ℵ1”

なるよう構成する．このとき，⊩Pα 2ℵ1 = ℵ2である
([Bau83]の補題 3.2と 3.3を参照)．
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Suslin木を壊しまくる
π : ω2 → ω2 × ω2を次を満たす全射とする:

π(α) = (β, γ) ならば β ≤ α.

Pαまで決まったとする．このとき Q̇αを決める．前スライ
ドの注意より，⊩Pα 2ℵ1 = ℵ2なので名前の列 ⟨Ṫ γ

α : γ < ω2⟩
をとれて

⊩Pα “⟨Ṫ γ
α : γ < ω2⟩は台集合 ω1の

well-prunedな Suslin木の枚挙”.

π(α) = (β, γ)とする．Gαを (V ,Pα)ジェネリックフィル
ターとする．T = (Ṫ γ

β )Gαが V [Gα]で cccなとき，Q̇αは T

を逆さにした強制概念を表す名前とする．そうでないなら，
Q̇αは自明な強制概念の名前とする．
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Suslin木を壊しまくる

これで Pは構成できた．後は⊩P “Suslin木は存在しない”を
示す．

(V ,P)ジェネリックフィルター G をとる．V [G ]に
well-prunedな Suslin木T = (ω1, <T )が存在したとする．「実
数などは途中のステージで出てくる」定理から，ある
β ∈ ω2があって，T ∈ V [Gβ].

すると Suslin木を全部並べていたことから T = (Ṫ γ
β )Gβ

とな
る γがとれる．π(α) = (β, γ)となる αをとる．T は V [G ]
で cccを持つから，V [Gα]でも cccを持つ (cccの下向き絶対
性)．よって，T (を逆さにした強制概念) = (Q̇α)Gαとなる．
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Suslin木を壊しまくる

今，Gα+1 = Gα ∗ H , Hはある (V [Gα],T )ジェネリックフィ
ルターなので，V [Gα+1]において T はもはや Suslin木でな
い (1個の Suslin木を壊したときの議論！)．

よって，T は V [G ]でも Suslin木でない．矛盾した．
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bookkeeping

Suslin木を各ステップで「帳簿につけながら」反復した．こ
のようなテクニックを bookkeepingという．
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第7節 関連する話題
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Martinの公理について

反復強制法とそれによる Suslin木の存在しないモデルの構
成は Solovayと Tennenbaumによる．

ところで，Suslin木を bookkeepし反復するのではなく，ccc
でサイズの小さな半順序を bookkeepして反復強制法を行え
ば興味深い仮説を強制できるのではないかと考えたのが
Martinである．その仮説は現在Martinの公理と呼ばれてい
る．Martinの公理からは面白い命題がたくさん導かれる．

また，反復強制法それ自体も現代の公理的集合論にとって
は欠かせない重要なツールである．
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反復強制法と基数不変量

今回は Suslin木の半順序集合を，各ステップで違うものを
取って反復したわけだが，毎回同じ定義を持つ半順序集合
で反復しても面白い結果が出てくる．基数不変量の分離は
基本的に反復強制法で行われる．
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写真は Unsplashと写真 ACより．
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