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この発表で話すこと

• 𝑚 = {0, 1, 2, … ,𝑚 − 1}とおく

• 𝑚から𝑚への写像𝑓が無作為に与えられたとき
に𝑓による反復列の周期に関する期待値や確率
を議論する

•そのような𝑓は𝑚𝑚通りあるのでそのそれぞれ
が等確率であるとする

• 𝑚が十分大きいときに興味があるので𝑚 → ∞の
極限を考える
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このテーマのモチベーション

•このテーマは疑似乱数の発生と関係してくる

•一般的にコンピュータは(外部からノイズを入
力するということをしない限り)乱数を発生さ
せることはできない

•そこで確定的な計算によって乱数っぽいもの
(疑似乱数)を作っている

•疑似乱数は固定された写像𝑓を使った反復列に
よって定められる
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このテーマのモチベーション

•疑似乱数の生成に使われる𝑓は「でたらめな写
像」を持ってくれば良いだろうという誤解がコ
ンピュータの最初期にはあった

•しかし，「でたらめな写像」は短い周期を持ち
やすいので，疑似乱数にふさわしくない

•その事実を定量的に述べる一つの議論がこの講
演である
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Knuthが考えたでたらめな写像

5

[2]の3.1節より引用．
このアルゴリズムはKnuthが
1959年に考えた．

このアルゴリズムで得られる
写像を使って列を作ると初期
値によっては周期が1や3にな
りえる．つまり疑似乱数とし
ては使い物にならない

(Knuthでさえ，でたらめな写像
が疑似乱数に使えると誤解し
た)



問題1

6



写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期が1になる確率を求め
よ．

問題1
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期が1になる確率を求め
よ．

𝑥𝑖+𝑘 = 𝑥𝑖となる𝑖, 𝑘 ≥ 0がある．

そのような𝑖の最小値を𝜇, 𝑘の最小値を𝜆とする．

𝜆が列の周期である．

𝑃 𝜇 = 0, 𝜆 = 1 =
1

𝑚

𝑃 𝜇 = 1, 𝜆 = 1 = 1 −
1

𝑚

1

𝑚

𝑃 𝜇 = 2, 𝜆 = 1 = 1 −
1

𝑚
1 −

2

𝑚

1

𝑚

問題1
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期が1になる確率を求め
よ．

一般に

𝑃 𝜇 = 𝜇0, 𝜆 = 1 = 1 −
1

𝑚
1 −

2

𝑚
… 1 −

𝜇0
𝑚

1

𝑚

よって

𝑃 𝜆 = 1 =
1

𝑚


𝑖≥0

1 −
1

𝑚
1 −

2

𝑚
… 1 −

𝑖

𝑚

を𝑄 𝑚 とおく．

問題1
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期が1になる確率を求め
よ．

𝑄 𝑚 = 

𝑖≥0

1 −
1

𝑚
1 −

2

𝑚
… 1 −

𝑖

𝑚

はRamanujanのQ functionと呼ばれる．

問題1
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𝑄 𝑚 =
𝜋𝑚

2
−
1

3
+ 𝑂(𝑚−

1
2)

Fact



Factより，

𝑃 𝜆 = 1 ∼
𝜋

2𝑚
∼
1.25

𝑚

𝑚が十分大きいときには周期が1になる確率は
ほぼ0．

問題1
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問題2

12



問題2
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期の期待値を求めよ．



一般に

𝑃 𝜇 = 𝜇0, 𝜆 = 𝜆0 =
1

𝑚
ෑ

1≤𝑘<𝜇0+𝜆0

1 −
𝑘

𝑚
.

よって

𝐸 𝜆 = 

1≤𝜆0
0≤𝜇0

𝜆0
𝑚

ෑ

1≤𝑘<𝜇0+𝜆0

1 −
𝑘

𝑚
.

問題2
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期の期待値を求めよ．



𝐸 𝜆 = 

1≤𝜆0
0≤𝜇0

𝜆0
𝑚

ෑ

1≤𝑘<𝜇0+𝜆0

1 −
𝑘

𝑚

=
1

𝑚
1 + 1 + 2 1 −

1

𝑚
+ 1 + 2 + 3 1 −

1

𝑚
1 −

2

𝑚
+⋯

=
1

𝑚
σ𝑛≥0

𝑛+1 𝑛+2

2
ς1≤𝑘<𝑛 1 −

𝑘

𝑚

問題2
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期の期待値を求めよ．



Lemmaに𝑎𝑛 =
𝑛+1

2
を代入すると

E 𝜆 =
1

𝑚
σ𝑛≥0

𝑛+1 𝑛+2

2
ς1≤𝑘<𝑛 1 −

𝑘

𝑚
=

1+𝑄 𝑚

2
.

問題2
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期の期待値を求めよ．

𝑓 𝑎0, 𝑎1, … = 

𝑛≥0

𝑎𝑛ෑ

𝑘=1

𝑛

(1 −
𝑘

𝑚
)

なら
𝑓 𝑎0, 𝑎1, … = 𝑎0 + 𝑓 𝑎1, 𝑎2, … − 𝑓 𝑎1, 2𝑎2, … ∕ 𝑚

Lemma



よって

E 𝜆 =
1 + 𝑄 𝑚

2
∼

𝜋𝑚

8
+
1

3
.

つまり周期𝜆の期待値は 𝑚に比例する程度

問題2
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚と𝑥0 ∈ 𝑚が無作為に与えられると
きに列𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 の周期の期待値を求めよ．



問題3
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問題3

19

写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑓が
不動点を持つ確率を求めよ．



不動点とは𝑓 𝑥 = 𝑥となる𝑥 ∈ 𝑚のこと．

すべての𝑥で𝑓 𝑥 ≠ 𝑥となる𝑓の個数は 𝑚− 1 𝑚

一方，すべての𝑓の個数は𝑚𝑚．

よって

𝑃 不動点を持つ = 1 −
𝑚 − 1 𝑚

𝑚𝑚

= 1 − 1 −
1

𝑚

𝑚

𝑚 → ∞の極限は1 − 𝑒−1 = 0.632⋯である．

問題3
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑓が
不動点を持つ確率を求めよ．



問題4
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• 0, 1, 2, … ,𝑚 − 1を頂点として𝑓 𝑖 = 𝑗なら𝑖から𝑗
への有向辺を伸ばしたグラフを考える

•このグラフはいくつかのサイクルに木を生やし
たものになっている

…の前に観察
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問題3を一般化しよう．

𝑓の𝑙-loopとは𝑚の相異なる元
𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑙であって𝑓 𝑥1 =
𝑥2, … , 𝑓 𝑥𝑙 = 𝑥1をみたすもの
のこと．

問題4
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𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

4-loop:

写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．



かんたんのため，𝑛 = 2で解く．

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．

𝐼を有限全順序集合，各𝑖 ∈ 𝐼に対し𝐴𝑖を事象とする．このとき

𝑃 ራ

𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 = 

𝑘=1

|𝐼|

−1 𝑘−1 

𝑖1<⋯<𝑖𝑘

𝑃(𝐴𝑖1 ∩ 𝐴𝑖2 ∩⋯∩ 𝐴𝑖𝑘)

Fact (包除原理)



包除原理は 𝐼 = 2, 3のときは次の式を表す:

• 𝑃 𝐴1 ∪ 𝐴2 = 𝑃 𝐴1 + 𝑃 𝐴2 − 𝑃 𝐴1 ∩ 𝐴2
• 𝑃 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 = 𝑃 𝐴1 + 𝑃 𝐴2 + 𝑃 𝐴3 −
𝑃 𝐴1 ∩ 𝐴2 −𝑃 𝐴1 ∩ 𝐴3 −𝑃 𝐴2 ∩ 𝐴3 +
𝑃 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．

𝐴1 𝐴2
𝐴1 𝐴2

𝐴3



• 𝑚
2
= 𝑥, 𝑦 ⊂ 𝑚 𝑥 ≠ 𝑦 とおく

• 𝑥 ∈ 𝑚に対し𝐴𝑥 = 𝑓:𝑚 → 𝑚 𝑥は𝑓の不動点}

• 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑚
2
に対し

𝐴{𝑥,𝑦} = 𝑓:𝑚 → 𝑚 𝑥, 𝑦 は𝑓の2 − loop}

と定める．

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．



すると

𝑃 ∃1 − loop ∨ ∃2 − loop

= 𝑃 ራ

𝑡∈𝑚∪[𝑚]2

𝐴𝑡

= 

𝑘=1

|𝐼|

−1 𝑘−1 
𝑡1<⋯<𝑡𝑘
∈𝑚∪[𝑚]2

𝑃(𝐴𝑡1 ∩ 𝐴𝑡2 ∩⋯𝐴𝑡𝑘)

= 

𝑘=1

−1 𝑘−1 
𝑟+𝑠=𝑘
𝑟+2𝑠≤𝑚


𝑥1<⋯<𝑥𝑟∈𝑚

𝑝1<⋯<𝑝𝑠∈[𝑚]2

𝑃(𝐴𝑥1 ∩ ⋯∩ 𝐴𝑥𝑟 ∩ 𝐴𝑝1 ∩ ⋯∩ 𝐴𝑝𝑠)

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．

①

②

③



①について計算．固定された𝑥1, … , 𝑥𝑟 , 𝑝1, … , 𝑝𝑠
について


𝑥1<⋯<𝑥𝑟∈𝑚

𝑝1<⋯<𝑝𝑠∈[𝑚]2

𝑃(𝐴𝑥1 ∩⋯∩ 𝐴𝑥𝑟 ∩ 𝐴𝑝1 ∩⋯∩ 𝐴𝑝𝑠)

=
𝑚𝑚−𝑟−2𝑠

𝑚𝑚
=

1

𝑚𝑟+2𝑠

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．



②で走らせているものの個数を数える．

# 𝑥1, … , 𝑥𝑟 , 𝑝1, … , 𝑝𝑠 ∈ 𝑚𝑟 × 𝑚
2 𝑠 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑟 , 𝑝1 < ⋯ < 𝑝𝑠 ,

𝑥1 , … , 𝑥𝑟 , 𝑝1, … , 𝑝𝑠はpairwise disjoint

= 𝐶 𝑚, 𝑟
𝑃 𝑚 − 𝑟, 2𝑠

2! 𝑠𝑠!

ここに𝐶(−,−)は組み合わせの数，𝑃(−,−)は順列の数を表す記号．

よって，①と②とから③が計算される．


𝑥1<⋯<𝑥𝑟∈𝑚

𝑝1<⋯<𝑝𝑠∈[𝑚]2

𝑃 𝐴𝑥1 ∩⋯∩ 𝐴𝑥𝑟 ∩ 𝐴𝑝1 ∩⋯∩ 𝐴𝑝𝑠 = 𝐶 𝑚, 𝑟
𝑃 𝑚 − 𝑟, 2𝑠

2𝑠𝑠!

1

𝑚𝑟+2𝑠

=
1

2𝑠𝑟!𝑠!
1 −

1

𝑚
1 −

2

𝑚
… 1 −

𝑟+2𝑠−1

𝑚

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．



よって

𝑃 ∃1 − loop ∨ ∃2 − loop

= σ𝑘=1 −1
𝑘−1σ 𝑟+𝑠=𝑘

𝑟+2𝑠≤𝑚
(③)

= σ𝑘=1 −1
𝑘−1σ 𝑟+𝑠=𝑘

𝑟+2𝑠≤𝑚

1

2𝑠𝑟!𝑠!
1 −

1

𝑚
1 −

2

𝑚
… 1 −

𝑟+2𝑠−1

𝑚

= σ 𝑟+𝑠≥1
𝑟+2𝑠≤𝑚

−1 𝑟+𝑠−1

2𝑠𝑟!𝑠!
1 −

1

𝑚
1 −

2

𝑚
… 1 −

𝑟+2𝑠−1

𝑚

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．



𝑃 ∃1 − loop ∨ ∃2 − loop

= σ 𝑟+𝑠≥1
𝑟+2𝑠≤𝑚

−1 𝑟+𝑠−1

2𝑠𝑟!𝑠!
1 −

1

𝑚
1 −

2

𝑚
… 1 −

𝑟+2𝑠−1

𝑚

𝑚 → ∞とすると


𝑟+𝑠≥1

−1 𝑟+𝑠−1

2𝑠𝑟! 𝑠!
= 1 −

𝑟≥0

−1 𝑟

𝑟!


𝑠≥0

−1 𝑠

2𝑠𝑠!

= 1 − e−1e−
1

2

= 1 − e−
3

2

(ルベーグの収束定理とフビニの定理を使った)

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．



一般の𝑛では
𝑃𝑛 ≔ lim

𝑚→∞
𝑃 𝑓:𝑚 → 𝑚 𝑓が𝑛以下のloopを持つ

= 1 − 𝑒−𝐻𝑛 𝐻𝑛 = 1 +
1

2
+⋯+

1

𝑛

となる．
𝑃1 = 0.632⋯
𝑃2 = 0.776⋯
𝑃3 = 0.840⋯
𝑃10 = 0.946⋯
𝑃100 = 0.994⋯

問題4
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写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑛以
下のloopができる確率を求めよ．



問題5

33



問題5

34

写像𝑓:𝑚 → 𝑚が無作為に与えられるとき，𝑓の
一番短いloopの長さの期待値は？

（未解決？）



• 𝑚 = 224 = 16777216として𝑓は次のものを採用

• 𝑓 𝑥 =
(𝑎𝑥+𝑏) mod 264

240

where 𝑎 = 10208877246009069551, 𝑏 = 17024059796969606487

•このときループの長さは
4051, 2523, 259, 197, 165, 140, 139, 2

となった (これで全て)

なお，
𝜋𝑚

8
= 2566.⋯

具体例
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本発表は主に[2]の3.1節の演習問題に依っている．
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• (問題1)写像と初期値を無作為に選んだとき，周期が1になる確率は約
𝜋

2𝑚

• (問題2)周期の期待値は約
𝜋𝑚

8

• (問題3)写像を無作為に選んだとき不動点ができる確率は

約1 − 𝑒−1 = 0.632⋯

• (問題4) 𝑛以下のloopができる確率は約1 − 𝑒−𝐻𝑛 (𝐻𝑛 = 1 +
1

2
+⋯+

1

𝑛
)

• (問題5)一番短いloopの長さの期待値は？

• “The random numbers should not be generated with a method chosen at 
random.” (Knuth [2] 3.1節)

• ご清聴ありがとうございました

まとめ
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