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概要
ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理は一つの実数列に対する定理であるが，これは可算個の実数列
に対しても成り立つ．ところが，連続体濃度個では失敗する．ではどこが限界なのだろうか？この自然な問
から出発して基数不変量のいくつかの等式・不等式の証明を行う．
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1 ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理と基数 bw

定理 (ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理 (Bolzano–Weierstrass Theorem)). f : ω Ñ Rを有界
な実数列とする．このとき無限集合 A Ď ω があって f æ Aは収束する．

ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理は一つの実数列に対する定理だが，この定理を繰り返し適用する
ことで次も言える．
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命題. f0, f1 : ω Ñ Rを有界な実数列とする．このとき無限集合 A Ď ω があって f0 æ A, f1 æ Aはとも
に収束する．

同様に，定理を n回繰り返し適用することで n個の実数列に対する主張も証明できる．
実は，可算無限個に一般化しても定理は言える．

命題. fn : ω Ñ R pn P ωq をそれぞれ有界な実数列とする．このとき無限集合 A Ď ω があって
fn æ A pn P ωqはすべて収束する．

証明. ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理を繰り返し適用することで自然数の無限集合の列 A0 Ě A1 Ě

. . . であって各 n P ω について fn æ An が収束するものをとれる．自然数の列 pbn : n P ωqであって単調増加
かつ各 nについて bn P An なものをとる．すると B “ tbn : n P ωuとおけばすべての nについて fn æ B は
収束する．

さて，ボルツァーノ・ワイエルシュトラスのこの一般化は何個まで広げられるだろうか？つまり基数 κに対
する次のような性質 BWpκqを考える．

定義.

BWpκq ðñ
任意の pfα : α ă κqであって，各 fα : ω Ñ Rは有界な実数列とする．
このとき無限集合 A Ď ω があって fα æ A pα ă κqはすべて収束する．

BWpℵ0qは真であることは先ほど確かめた．BWp2ℵ0qは次の命題により偽である．

命題. ␣BWp2ℵ0q.

証明. 各 X Ď ω に対して特性関数
χXpnq “

#

1 (if n P X)

0 (otherwise)

を考えて，族 pχX : X Ď ωqを考える．これは有界な実数列の 2ℵ0 個の族である．
無限集合 A Ď ω を任意にとる．A の元を昇順に並べたときの偶数番目の元全体を X とする．このとき

ξX æ Aには 0も 1も無限回現れるのでこの数列は収束しない．

さて，次のような基数を定義しよう．
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定義.
bw “ mintκ : ␣BWpκqu.

上の考察より ℵ1 ď bw ď 2ℵ0 である．実はこの基数 bw は ℵ1 に等しいことも 2ℵ0 に等しいことも ZFC

では証明することができない (ZFCの無矛盾性の下で)．この基数の値は強制法により変えることができ，た
とえば ZFC` pbw “ ℵ334q ` p2

ℵ0 “ ℵ2020qは無矛盾である．

2 単調部分列定理と基数mon

ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理は単調部分列定理という定理の帰結として得ることができる．こ
の節では単調部分列定理から生じる基数monを導入する．

定理 (単調部分列定理 (Monotonic Subsequence Theorem)). f : ω Ñ R を実数列とする．このとき無
限集合 A Ď ω があって，f æ Aは単調である．

ここに「単調」の意味は「広義単調増加または広義単調減少」である．単調部分列定理からボルツァーノ・
ワイエルシュトラスの定理は次のように導ける．f : ω Ñ Rを有界な実数列とする．単調部分列定理にこの数
列 f を適用し，単調な部分列 f æ Aを得る．ところが f は有界であったので，実数の連続性よりこの部分列
は収束する．

定義.

MONpκq ðñ
任意の pfα : α ă κqであって，各 fα : ω Ñ Rは実数列とする．
このとき無限集合 A Ď ω があって fα æ A pα ă κqはすべてゆくゆくは単調である．

ここに「ゆくゆくは単調」の意味は「最初の有限項を除けば単調な列になる」の意味である．基数monを
次のように定義する．

定義.
mon “ mintκ : ␣MONpκqu.

ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理のときと同様の議論で，ℵ1 ďmon ď 2ℵ0 が分かる．また，単調
部分列定理を使ったボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理の証明と同じ議論をすれば，mon ď bwが分
かる．
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以上より
ℵ1 ďmon ď bw ď 2ℵ0

である．

3 bounding number bと不等式mon ď mintb,bwu

定義. f, g : ω Ñ ω に対して

f ď˚ g ðñ Dn @m ě n fpmq ď gpmq

と定める．基数 κに対して

Bpκq ðñ
任意の pfα : α ă κqであって，各 fα : ω Ñ ω とする．
このとき g : ω Ñ ω が存在して @α ă κ fα ď

˚ g

と定める．

f0

f1

f2

f3

f4
...

g

そして bounding number bを
b “ mintκ : ␣Bpκqu

により定める．

定理. κを基数とするとき，MONpκqならば Bpκqかつ BWpκq. したがって，mon ď mintb,bwu.

証明. MONpκq ñ BWpκqは既に示した．そこでMONpκq ñ Bpκqを示す．
F Ď ωω, |F | “ κとする．このとき g : ω Ñ ω が存在して @f P F f ď˚ g を示せばよい．
一般性を失うことなく，@f P F fp0q “ 0^ f は狭義単調増加と仮定してよい．
各 f P F について Ψpfq : ω Ñ ω を次で定める．rfpnq, fpn ` 1qqの形の区間を考える．Ψpfqはこの形の
区間上で単調減少かつ，またこの形の区間で今考えている区間の左にあるものの上の値より大きな値をとるよ
うにする．
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fp0q fp1q fp2q fp3q

Ψpfq

さて，MONpκq を pΨpfq : f P Fq に適用する．すると無限な A Ď ω があって，任意の f P F について
pΨpfqpnq : n P Aqはゆくゆくは単調である．しかし Ψpfqの定め方より単調減少はありえないのでこれは単
調増大になっている．また，各 f P F について，有限個を除くすべての nで A X rfpnq, fpn ` 1qqはたかだ
か 1点である．
g : ω Ñ ω を次で定義する．すなわち n P ω について gpnqを Aの元を昇順に並べたときの 2n番目の元と
する．すると任意の f P F に対して有限個を除いた nについて k があって

gpnq ă fpkq ă fpk ` 1q ď gpn` 1q

を満たす．これは f ď˚ g を導く．

この定理の逆向きも示すことができるが，それは本稿では第 5節の内容の帰結として得ることにする．

4 splitting number sと等式 s “ bw

定義. X,A Ď ω を無限集合とする．AがX を splitするとはX XAとXzAがともに無限集合となるこ
とを言う．A Ď Ppωqが splitting familyであるとは，どんな無限集合 X Ď ω についても A P Aが存在
して Aが X を splitすることである．
s “ mint|F | : F は splitting familyuとおき，sを splitting numberという．

sと bwについて次が知られている．

定理. s “ bw.

略証. bwの定義において「実数」を「t0, 1uの元」に直したものは一つの基数を定めるが，それが sと等しい
ことは直ちにわかる．よって，bw ď sである．逆向きについて．有界な実数列たちが与えられたとき，それ
らの 2進小数表示の第 k 桁目を考えてそれを並べる．実数列が収束するためには，すべての k についてそれ
らの第 k 桁目たちが収束することが十分なので，s ď bwが言える．
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5 partition number parと等式 par “ mon

partition numberはラムゼーの定理のある方向での一般化がどこまで広げられるかを表す基数である．

定義. 集合 Aに対して，rAs2 という記号で Aの 2元部分集合全体を表す．
f : rωs2 Ñ 2 について無限集合 A Ď ω が f についてほとんど均質集合であるとは，ある有限集合

F Ď Aがあって，f æ rAzF s2 が定数関数となることを言う．
基数 κに対して

Rpκq ðñ

任意の pfα : α ă κqであって，各 fα : rωs2 Ñ 2とする．
このとき無限集合 A Ď ω があって，
すべての fα に対してほとんど均質的なものが存在する．

と定める．そして partition number parを

par “ mintκ : ␣Rpκqu

により定める．

定理. par ďmon.

証明. Rpκqを仮定してMONpκqを示せばよい．pfα : α ă κqで各 fα : ω Ñ Rなものが与えられたとする．
このとき gα を

gα : rωs2 ÝÑ 2

P P

tm ă nu ÞÝÑ

#

1 pif fαpmq ă fαpnqq

0 potherwiseq

で定める．pgα : α ă κq に Rpκq を適用すると A Ď ω と各 α ă κ に対して有限集合 Fα Ď A があって,，
gα æ rAzFαs

2 が定数関数になる．これは fα æ Aがゆくゆく単調になることを含意する，．

今まで証明してきた事実より

par ďmon ď mintb,bwu “ mintb, su

である．実は，最左辺 parと最右辺 mintb, suが等しいことが証明でき，結果として上の不等式はすべて等
号になる．そこで次を示そう．

定理. mintb, su ď par.
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証明. κ ă mintb, suと仮定する．このとき Rpκqを示せばよい．pfα : α ă κqで各 fα : rωs2 Ñ 2なものが与
えられたとする．fα すべてに対してほとんど均質的な無限集合を見つければよい．
まず，

fα,n : ω ÝÑ 2

P P

x ÞÝÑ fαptn, xuq

とおく．fα,n たちの個数は κˆ ω ă sなので無限な A Ď ω があり，fα,n æ Aたちはゆくゆくは定数である．
そこで，すべての x ě gαpnqで x P Aなものについて fα,npxq “ jαpnqとする．
さらに jα たちの個数は κ ă sなので無限な B Ď Aがあって jα æ B はすべてゆくゆくは定数である．そこ
で，すべての n ě bα で n P B なものについて jαpnq “ iα としよう．
また，κ ă bなので関数 h : ω Ñ ω があって，各 α ă κについて自然数 cα があって cα 以上のところで gα

は hで抑えられる．
H “ tx0 ă x1 ă . . . uを B の無限部分集合で，すべての nで hpxnq ă xn`1 なものとする．
これが求めるべきほとんど均質集合である．実際，x ă y が H の元でかつ cα, dα より大きいものとする．
このとき，y ą hpxq ě gαpxqでかつ，fαptx, yuq “ fα,xpyq “ jαpxq “ iα となる．

系. par “mon “ mintb,bwu “ mintb, su.

6 まとめ
以上で出てきた bwp“ sq,monp“ parq,bのような実数の構造により定まる基数を基数不変量という．bw

やmonは有名なものではないが，それらを有名でよく調べられている基数 s,parに等しいことが示せた．
基数不変量は集合論の無限組み合わせ論という分野で研究されており，位相空間論や測度論といったいわゆ
る普通の数学とも接していて面白い研究対象である．
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